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VE0TỂ 


$$ Vectơ 

'$ Tổng và hiệu của hai vectơ 

Tích của vectơ với một số 

'Ê Toạ độ của vectơ và toạ độ của điểm 


Trong vệt lí tq thường gặp các đại Lượng có hướng 
như lục, vện tốc, ... Người ta dùng vectơ để biểu 
diễn các đại lượng đó. 


1. 


_ 


§1. CÁC ĐỊNH NGHĨA 


Z -g# 


Khái niệm vec†ơ 


Hình 1.1 


Các mũi tên trong hình I.I biểu diễn hướng chuyển động của ôtô và máy bay. 


Cho đoạn thẳng A8. Nếu ta chọn điểm A làm điểm đều, điểm 8 làm đển 
cuối thì đoạn thẳng AB có hướng từ A đến B. Khi đó ta nói AB là một đoạn 
thẳng có hướng. 


l¡ Định nghĩa 


lị: Vectơ là một đoạn thẳng có hướng. 


Vectơ có điểm đầu A, điểm cuối 8 được kí di na. 
hiệu là 48 và đọc là "vectơ AB", Để vẽ B 
vectơ AB ta vẽ đoạn thẳng A# và đánh dấu 


mũi tên ở đầu mút 8 (h.I.2a). ;” 
sỹ 
Z. Sẽ Fị 


Vectơ còn được kí hiệu là 4, Đạo 8V Sluag CGTTXNNNN: 
khi không cần chỉ rõ điểm đầu và điểm cuối b) 


của nó (h.1.2b). Hình 1.2 


Với hai điểm A, B phân biệt ta có được bao nhiêu vectơ có điểm đầu và điểm cuối là 
A hoặc B. 


2. Vec†ơ cùng phương, vec†tø cùng hướng 


Đường thẳng đi qua điểm đầu và điểm cuối của một vectơ được gọi là giứ 
của vectơ đó. 


ÂÁ; Hãy nhận xét về vị trí tương đối của các giá của các cặp vectơ sau : AB và G5, 
PQ và RS, EF và PQ (h.1.3). 


.IE P 
FX -Z 


Hình 1.3 


li: Định nghĩa 


¡ Hai vectø được gọi là cùng phương nếu giá của chúng song 


¡ song hoặc trùng nhau. 


“Trên hình 1.3, hai vectơ 48 và CD cùng phương và có cùng hướng đi từ 


trái sang phải. Ta nói AB và CD là hai vectơ cùng hướng. Hai vectơ PQ và 


®#Š cùng phương nhưng có hướng ngược nhau. Ta nói hai veetz P@ và RÝ 
là hai vectơ ngược hướn g. 
Như vậy, nếu hai vectơ cùng phương thì chúng chỉ có thể cùng hướng hoặc 
ngược hướng. 

") 3 gi . h . — 
Nhận xét. Ba điểm phân biệt A, 8, C thắng hàng khi và chỉ khi hai vectơ 48 
và AC cùng phương. 


Thật vậy, nếu hai vectơ 4Ø và AC' cùng phương thì hai đường thẳng A8 và 
ÁC song song hoặc trùng nhau. Vì chúng có chung điểm A nên chúng phải 
trùng nhau. Vậy ba điểm A, 8, C thẳng hàng. 


Á. 


Á. 


Ngược lại, nếu ba điểm A, 8, C thẳng hàng thì hai vectơ 4B và AC có giá 
trùng nhau nên chúng cùng phương. 


Khẳng định sau đúng hay sai : 
Nếu ba điểm phân biệt A, B, € thẳng hàng thì hai vectơ AB và BC cùng hướng. 


Hai vectơ bằng nhgu 

Mỗi vectơ có một độ đài, đó là khoảng cách giữa điểm đầu và điểm cuối của 
vectơ đó. Độ dài của A8 được kí hiệu là [a|. như vậy [as| = 

Vectơ có độ dài bằng I gọi là wecfø đơn vị. 

Hai vectơ a và b được gọi là bằng nhau nếu chúng cùng hướng và có cùng 
độ dài, kí hiệu ø = Ð. 

Chú ý. Khi cho tr rước Yeetơ œ đ và điểm O, thì ta luôn tìm được một điểm A 
duy nhất sao cho OẢ= = 4. 


Gọi O là tâm hình lục giác đều ABCDEF. Hãy chỉ ra các vectơ bằng vectơ 0Ä. 


Vectơ - không 


“Ta biết rằng mỗi vectơ có một điểm đầu và một điểm cuối và hoàn toàn được 
xác định khi biết điểm đầu và điểm cuối của nó. 


Bây giờ với một điểm A bất kì ta quy ước có một wecfø đặc biệt mà điểm đầu 
và điểm cuối đều là 4. Vectơ này dược kí hiệu là 4A và gọi là wectØ - không. 
Vectơ AA nằm trên mọi đường thẳng đi qua A, vì vậy ta quy ước 
vectơ - không cùng phương, cùng hướng với mọi vectơ. Ta cũng quy ước 
răng laä| =0. Do đó có thể coi mọi veetơ - không đều bằng nhau. Ta kí 


hiệu vectơ - không là ũ. Như vậy ũ= AA= BB = ... với mọi điểm A, 8... 


Câu hỏi vỏ bời tập 


1. Cho ba vectơ ẩ, 5, e đều khác veetơ 0. Các "hệ định sau đúng hay sai ? 
a) Nếu hai vectơ ø, b cùng phương với c c thì P, và D cùng phương. 
b) Nếu â, D cùng ngược hướng với h thì P và D cùng hướng. 


2. Trong hình I4, hãy chỉ ra các vectơ cùng phương, cùng hướng, ngược hướng 
và các vectơ bằng nhau. 


mã 


—*Lx Ä#“——— 
271 II 
Hình 14 


3. Cho tứ giác A8CD. Chứng minh rằng tứ giác đó là hình bình hành khi và chỉ 
khi A8= DC. 

4. Cho lục giác đều A8CDEF có tâm O. 
a) Tìm các vectơ khác 0 và cùng phương với ÓA ; 


b) Tìm các veclƠ bằng vecl0 A8. 


§2. TỔNG VÀ HIỆU CỦA HAI VECTƠ 


Tổng của hai vec†ơ 


Hình 15 


Trên hình 1.5, hai người đi dọc hai bên bờ kênh và cùng kéo một con thuyền 


với hai lực #j và #2. Hai lực #{ và #2 tạo nên hợp lực # là tổng của hai 


lực #¡ và #2, làm thuyền chuyển động. 


Định nghĩa 

Chó "ho hai V€ClØ 4 và b. Lấy một điểm A tuỳ ý, về AB=a và 
BỀ= = h. Vectơ AC được gọi là tổng của hai vectZ bị và D. 
Ta. kí “hiệu tổng của hai vectz a và PBlàa + E. Vậy 


AC=a+b (h.I.6). 


Phép toán tìm tổng của hai vectơ còn được gọi là pháp cộng vecfơ. 


3 
> 
° 


Hình 16 


2. _ Quy tắc hình bình hành 
Nếu ABCD là hình bình hành thì AB + AD = AC „ 


Hình 17 


"Trên hình 1.5, hợp lực của hai lực F và Ez là lực F được xác định bằng 
quy tắc hình bình hành. 


3. Tính chất của phép cộng cúc vec†ơ 


Với ba vectơ đ, b, e tuỳ ý ta cố 
na ¬ 2 „ 
a +b =b +áa (tính chất giao hoán) ; 


n +)+ P =a+(b + £) (tính chất kết hợp) ; 


a+0=0+ P = a (tính chất của vectơ - không). 


Hình 1.8 minh hoạ cho các tính chất trên. 


Hình 1.8 


Á. Hãy kiểm tra các tính chất của phép cộng trên hình 1.8. 


4. _ Hiệu của hai vec†ơ 


a) Vectơ đối 


Á; Vẽ hình bình hành ABCD. Hãy nhận xét về độ dài và hướng của hai vectơ AB 
và CD. 
Cho veetơ #. Vectơ có cùng độ dài và ngược hướng với P, được gọi là ecfZ 
đối của vectơ đ, kí hiệu là ciết, 
Mỗi vectơ dều có vectơ dối, chẳng hạn vectơ dối của AB là BÄ , nghĩa là 
~AB = BA. 
Đặc biệt, vectơ đối của vectơ ổ là vectơ Ö. 


gã Ví dụ 1. Nếu 2Ø, E, F lần lượt là trung điểm của các cạnh 8C, CA, A8 của 
tam giác A8C'Ch.1.9), khi đồ ta có 


EF=-—DC, A 
BD=-EF, 
EA=-EC. R E 
B D e 
Hình 1.9 


Á; Cho AB+-B€ =0. Hãy chứng tỏ BC là vectơ đổi của AB. 


b) Định nghĩa hiệu của hai vecfơ 


Í. Cho hai vectØ a và b, Ta gọi hiệu của hai veetơ a và b là 
Ị vectở a+(— b), kí hiệu a-b. 


Như vậy 


"Từ định nghĩa hiệu của hai vectơ, suy ra Ạ 
Với ba điển O, A, B tuỳ ý ta có AB = OB~ OÄ (h..1.10). 


Hình 1.10 
ẠÁ. Hãy giải thích vì sao hiệu của hai vectơ OB và OẢ là veotơ AB.. 


0£ Chú ý. l) Phép toán tìm hiệu của hai vectơ còn được gọi là phép frừ vectơ. 


2) Với ba điểm tuỳ ý A, 8, C ta luôn có : 
AB+ BC= AC (quy tắc ba điểm) ; 
AB~ AC =CB (quy tắc trừ). 


“Thực chất hai quy tắc trên được suy ra từ phép cộng vectơ. 


IÉÏ vi dụ 2. Với bốn điểm bất kì A, 8, C,D ta luôn có: A8+CD= AD+C8. 


Thật vậy, lấy một điểm Ø tuỳ ý ta có 


AB+CD=O8~OÄ+0D~O0C =ØD-ØÄ+O8~0C = AD+CB. 


5. Áp dụng 
a) Điểm 1 là trung điểm của đoạn thẳng AB khi và chỉ khi 1A + 1B = 0. 
b) Điểm Œ là trọng tâm của tam giác ABC khi và chỉ khi GA+ GB+ GC 
CHỨNG MINH 
b) Trọng tâm Œ của tam giác A8#C nằm 
trên trung tuyến A/. Lấy D là điểm đối 
xứng với Œ qua /. Khi đó BŒGCD là 
hình bình hành và Œ là trung điểm của 
đoạn thẳng AD. Suy ra GB+@C= GD 
và GA+@GD= 0. Ta có 


GA + G8 + GC = GÄ+GD =0. 


Hình 1.11 


6. 


19. 


Ngược lại, giả sử GA + GB +Œ@CŒ = 'ñ Vẽ hình "bình hành BGC?D có ï lã giao 


điểm của hai đường chéo. Khi đó GB +ŒC = GDP, suy ra GA+ŒGD= h nên 
G là trung điểm của đoạn thẳng AD. Do đó ba điểm A, Ớ, 7 thẳng hàng, 
GA = 2G1, điểm Œ nằm giữa A và 7. Vậy Œ là trọng tâm của tam giác A8C. 


Câu hỏi vò bời tập 


Cho đoạn thẳng A8 và điểm Ä⁄ nằm giữa A và 8 sao cho AM > MB. Vẽ các 
vectơ MA + MB và MA- MB. 


Cho hình bình hành A8CÐ và một điểm M tuỳ ý. Chứng minh rằng 


MA I MC= MB \I MD. 

Chứng minh rằng đối với tứ giác A8CD bất kì ta luôn có 

a) AB+ BC+CD+ DẠ=Ũ ; b) A8~ AD= CB~CD. 

Cho tam giác ABC. Bên ngoài của tam giác vẽ các hình bình hành A8, 


BCPO. CARS. Chứng minh rằng 87 +7@+ PS= 0. 


Cho tam giác đều A8C cạnh bằng z. Tính độ dài của các vectơ AB + BC và 
AB— BC. 
Cho hình bình hành A8C`D có tâm O. Chứng minh rằng 


a) CỔ- O8 = BẢ ; b) 4B - BỞ = D8 ; 
e) DẢ- D8=ØD~ ÓC ; d) ĐẢ- D8+ DC=0. 


Cho „ ° 5 là hai vectơ khác ổ . Khi nào có đẳng thức 
a) Ja+P|=|b|+|b| : b) ø+P|=lä- BỊ. 
Cho l- ï =0. So sánh độ dài, phương và hướng của hai vectơ ä và b. 


Chứng mỉnh rằng AB = CD khi và chỉ khi trung điểm của hai đoạn thắng AÐ 
và 8C trùng nhau. 


Cho ba lực H = MẢ { E = MB và E = MẺ cùng tác động vào một vật tại 
điểm M và vật đứng yên. Cho biết cường độ của . E đều là I00N và 


AMB = 60°. Tìm cường độ và hướng của lực 1. 


Thông thường người ta vẫn nghĩ rằng gió 
thổi về hướng nào thì sẽ đẩy thuyền buồm 
về hướng đó. Trong thực tế con người đã 
nghiên cứu tìm cách lợi dụng sức gió làm 
cho thuyền buồm chạy ngược chiều gió. 
Vậy người ta đã làm như thế nào để thực 
hiện được điều tưởng chừng như vô lí đó 2 


Nói một cách chính xác thì người ta có thể làm cho thuyền chuyển động theo một 


góc nhọn, gần bằng ã góc vuông đối với chiều gió thổi. Chuyển động này được 


thực hiện theo đường dích dắc nhằm tới hướng cần đến của mục tiêu. 


Để làm được điều đó ta đặt thuyền theo hướng TT" và đặt buồm theo phương BB” 
như hình vẽ. 


Địch Khi đó gió thổi tác động lên mặt 
+ buồm một lực. Tổng hợp lực là lực f 
*% có điểm đặt ở chính giữa buổm. Lực 

Nà f được phân tích thành hai lực : lực 

`  pvuông góc với cánh buồổm BB' và 

X⁄ lực qtheo chiều dọc cánh buồm. Ta 

có = p+q. Lực q này không đẩy 

« buổm đi đâu cả vì lực cản của gió đối 
`* với buồm không đáng kể. Lúc đó chỉ 
còn lực pđẩy buồm dưới một góc 
z“_ vuông. Như vậy khi có gió thối, luôn 
L luôn có một lực P vuông góc với mặt 


š phẳng DB' của buồm. Lực p này 
Hình 1.12 Xuất phát S 
: được phân tích thành lực r vuông 
góc với sống thuyền và lực s dọc theo sống thuyển TT' hướng về mũi thuyền. Khi 
đó ta có p= s+r. Lực 7 rất nhỏ so với sức cản rất lớn của nước, do thuyền buồm 


có sống thuyền rất sâu. ChỈ còn lực S hướng về phía trước dọc theo sống thuyền 
đẩy thuyền đi một góc nhọn ngược với chiều gió thổi. Bằng cách đổi hướng thuyền 
theo con đường dích dắc, thuyền có thể đi tới đích theo hướng ngược chiều gió mà 
không cần lực đẩy. 


§3. TÍCH CỦA VECTƠ VỚI MỘT SỐ 


Á. Cho veclơ a z 0. Xác định độ dài và hướng của vectơ .+a, 


1. ¡. Định nghĩa 
j¡ Cho số k #0 và vectơ a # 0. Tích của vectơ a với số k là 
¬ ¬ 
một vectơ, kí hiệu là ka, cùng hướng với a nếu k > Ú, ngược 


ị hướng với P. nếu k < 0 và có độ dài bằng lÀÌ s 
Ta quy ước 0a =0,k0 =0. 
Người ta còn gọi tích của vectơ với một số là rích ca một số với một vectơ. 
I5=iÊ Ví dụ 1. Cho Œ là trọng tâm của tam giác A8C, D và E lần lượt là trung điểm 
của 8C và AC. Khi đồ ta có (hl.13) 


GÄ=(-2)GĐ, A 
AD=3GD., 
E 
PE-|- ) 
B p c 


Hình 1.13 


2. Tính chốt 


Với hai Vectơ ì và b bất Kì, với mọi số j và &, ta có 
¬.. ¬..a 

k(a+b)= ka+kb ; 

(h+k)a =ha+ka : 


h(ka)= (h)a ; 


La =d,1).g =—d, 


Á;, Tìm wectơ đối của các veclơ ka và 3a 4B. 


l4 


Á: 


Trung điểm của đoạn thẳng và trọng tâm của tam giác 

4) Nếu 7 là trung điểm của đoạn thẳng 4# thì với mọi điểm M ta có 
MA+MB =2MI. 

b) Nếu Ở là trọng tâm của tam giác ABC thì với mọi điểm M⁄ ta có 
MẢ+ MB+MC = 3M . 


Hãy sử dụng mục 5 của §2 để chứng minh các khẳng định trên 


Điều kiện để hai vec†ơ cùng phương 

l Ốc dý ca 
Điều kiện cần và đủ để hai vectØ a và b (b#0) cùng phương là có một số. 
kđể a= kb. 


Thật vậy, nếu ø =k thì hai vectơ œ và b cùng phương. 


Ngược lại, giả sử a và b cùng phương. Ta lấy k= ¬ nếu ứ và b cùng 
lbị 


é Go ¬ : `. VD 
hướng và lấy k= "H nếu ¿ và b ngược hướng. Khi đó ta có œ=kb. 
bị 


Nhận xét. Ba điểm phân biệt A, 8, C thẳng hàng khi và chỉ khi có số & khác 0 
để AB = kẠC. 


Phôn tích một vec†ơ theo hơi vectơ không cùng phương 
Cho BE o4, Đ= O8 là hai vectơ không 
cùng phương và xe SẺ là một vectơ tuỳ 
ý. Kẻ CA' / OB và CB' // OA (h. 1.14). 
Khi đó x=OC=0A'+0B'. Vì OAÌ và 
P là ha hai Xe cùng phương nên có số Ù 
để OA'= = hà. Vì OB' và b cùng phương 


nên có số & để Ø8"= kb Ũ 


Vậy x=ha+kb. Hình 1.14 


Khi đó ta nói vectơ x được phân tích (hay còn được gọi là biểu ?h;) theo hai vectơ 
_x.. 

không cùng phương # và b . 

Một cách tổng quát người ta chứng minh được mệnh để quan trọng sau đây : 

Cho hai vectø a và b không cùng phương. Khi đó mọi vectơ x đều phân 

tích được một cách duy nhất theo hai vectơ a và b, nghĩa là có duy nhất 

cặp số h, k sao cho x= ha + kb. 


Bài toán sau cho ta cách phân tích trong một số trường hợp cụ thể. 


Bằi toán. Cho tam giác A8C với trọng tâm Œ. Gọi / là trung điểm của đoạn 


AG và K là điểm trên cạnh A8 sao cho AK = S42 W 


a) Hãy phân tích A7, AK, C1, CK theo á= CA, b=CB h 
b) Chứng minh ba điểm C, 7, K thẳng hàng. 


GIẢI 
a) Gọi A2 là trung tuyến của tam giác ABC (h. I.15). Ta có 


Í cải: =( li g 
AD= CD-(C ==b¬A 
Do đó Ạ 
Al=2AG=2AD=cb~ ad: 3 ƒ 
@ 
— !— l— — 1> 
AK=—AB =—(CB- CA)=—(b- a) ; 
s5 5 š b 5 
— — — ¬ l> l3 l3 2> : 
( Sà206086087718710N73/087LỂi Hình 1.15 


6 : , 
b) Từ tính toán trên ta có CK = sứ . Vậy ba điểm C, 7, K thắng hàng. 


° 


4. 


Câu hỏi vỏ bời tập 


Cho hình bình hành A8CÐ. Chứng minh rằng : 


AB+ AC+ AD=2AC. 


Cho ÁE ko BM là hai trung tỷ của tam giác AB8C'. Hãy phân tích các vectơ 
AB, 8C CÁ "A theo hai vectơ W= =AK,v=BM 

Trên đường thẳng chứa cạnh ØC của tam giác A8C lấy một điểm ÉM sao cho 
MB = 3MC. Hãy phân tích vectơ AM theo hai vectơ ¡= AB và y= AC. 

Gọi AM là trung tuyến của tún giác ABC và Ð là trung điểm của đoạn AM. 
Chứng minh rằng 

a) 2ĐÁ+ Để + ĐC =Ö ; 


b) 20Ä + OB + OẺ= 40D „ với Ó là điểm tuỳ ý. 


Gọi M và N lần lượt là trung điểm các cạnh A8 và CD của tứ giác A8C'D. 
Chứng minh rằng : 


2MN = AC+BD= BC+AD. 


Cho hai điểm phân biệt A và 8. Tìm điểm K sao cho 


3KÄ + 2KB =0. 
Cho tam giác AC. Tìm điểm M sao cho MẢ+ MB +2MC =0. 


Cho lục giác ABCDEF. Gọi M, N, P, Q, R, % lần lượt là trung điểm của các 
cạnh A8, 8C, CD, DE, EF, FA. Chứng minh rằng hai tam giác MPR và NỌQS* 
có cùng trọng tâm. 


Cho tam giác đều A8C có Ø là trọng tâm và É là một điểm tuỳ ý trong tam 
giác. Gọi D, E, Ƒ lần lượt là chân đường vuông góc hạ từ M đến ĐC, AC, AB. 
Chứng minh rằng 

MB+ MẺ+ MỀ = 2M. 


TỈ lệ vàng 


rclit (Euclide), nhà toán học của mọi thời đại đã từng nói đến “fỈ lệ vàng” trong tác 
phẩm bất hủ của ông mang tên “Những nguyên tắc cơ bản”. Theo Ơ-clit, điểm ï 
trên đoạn AB được gọi là điểm chia đoạn AB theo fỈ lệ vàng nếu thoả mãn 


AI _ AB 


T.TTAT 1 
1B AI @) 
A 1 B 
E——— 
Hình 1.16 
AI _ AB Tên: ch: ... Suy: JỐ(D4 3uý2 3 
Đặt ki 77-2807 Tủ ta có AB = xAI và AI = xIB. Số x đó được gọi là fỈ lệ vàng và 


điểm 7 được gọi là điểm vàng của đoạn AB. 
Để tính x, ta có thể đặt /B = 1. Từ (1) ta có 


SIC hay  x?-x-1=0, 
1 X 
tức là - 1 „ teen, 


Với tỈ lệ vàng người ta có thể tạo nên một hình chữ nhật đẹp, cân đối và gây hứng 
thú cho nhiều nhà hội hoạ kiến trúc. Ví dụ, khi đến tham quan đền Pác-tê-nông ở 
A-ten (Hi Lạp) người ta thấy kích thước các hình hình học trong đền phần lớn chịu 
ảnh hưởng của tỉ lệ vàng. Nhà tâm lí học người Đức Phít-nê (Fichner) đã quan sát 
và đo hàng nghìn đồ vật thường dùng trong đời sống như ô cửa sổ, trang giấy viết, 
bìa sách... và so sánh kích thước giữa chiều dài và chiều ngang của chúng thì thấy 
†Ỉ số gần bằng fỈ lệ vàng. 


Hình1.17. Đền Pác-tênông và đường nét kiến trúc của nó. 


Để dựng điểm vàng / của đoạn AB = a ta làm như sau : 


Vẽ tam giác ABC vuông tại B, với BC = z Đường tròn tâm C bán kính 5 cắt AC 


tại E. Đường tròn tâm .A bán kính AE cắt AB tại 7. 


aw5 


Ta có AC= ®ŠỂ và AE= AI = Š(V~ 1). Do đó “Ƒ = z K-ONI 


AI mm 2 


Hình 1 18 Hình 1 19 


Sử dụng điểm vàng / ta có thể dựng được góc 72”, từ đó dựng được ngũ giác đều 
cũng như ngôi sao năm cánh như sau : 

Ta dựng đường tròn tâm 7 bán kính /A cắt trung trực của /B tại F ta được 
FAB - 38" và ABF = 72" (h.1.18). 

Một ngũ giác đều nội tiếp đường tròn trên có hai đỉnh liên tiếp là F và điểm xuyên 
tâm đối A' của A. Từ đó ta dựng được ngay ba đỉnh còn lại của ngũ giác đầu 


Cần lưu ý rằng trên ngôi sao năm cánh trong hình 1.19 thì số T ¬ chính là 


tỉ lệ vàng. Ngôi sao vàng năm cánh của Quốc kì nước ta được dựng theo fỉ số này. 


§4. HỆ TRỤC TOẠ ĐỘ 


Bắc cực 
mọ 8Ú 80 ;ọ 
g0 40 
50 50 
40 ⁄ NewYork 40 
® Greenwich 
30 $ 30 
20 L1 20 
ế 
10 Bombay-l 10 
IIRE \ 

90 80 70 60 50403020100102030405060 70 80 90 
9 Xích đụơi 0 
10 10 

To de Janero. 

20 20 
30 30 
40 40 
50 ð0 
60 60 
TÔ sọ 8g 70 
Nam cực 


Với mỗi cặp số chỉ kinh độ và vĩ độ người ta xác định được một điểm trên Trái Đất. 


1. Trục và độ dời đợi số trên trục 
a) Trục toạ độ (hay gọi tắt là iruc) là một đường thẳng trên đó đã xác định 
một điểm Ø gọi là đ# ểm gốc và một vectơ đơn vị P5 
“Ta kí hiệu trục đó là (Ó; ø) (h.1.20) 


0 3 
——>- 


†x 


Hình 1.20 


b) Cho M là một điểm tuỳ ý trên trục (Ø ; £). Khi đó có duy nhất một số k 
sao cho OM = ke. Ta gọi sốk đó là toạ độ của điểm M đối với trục đã cho. 


c) Cho hai điểm A và Ö trên trục (Ø ; e). Khi đó có duy nhất số ø sao cho 
=' ä — 
AB = ae. Ta gọi số a đó là độ dài đại số của vectd AB đối với trục đã cho 


và kí hiệu a= AB. 


Nhận xét Nếu AB cùng hướng với e thì AB = AB, còn nếu AB ngược 


hướng với e thì AB 
Nếu hai điểm A và 8 trên trục (O ; £ ) có toạ độ lân lượt là ø và bthì AB =b— a. 
2. Hệ trục toq độ 


Trong mục này ta sẽ xây dựng khái niệm hệ trục toạ độ để xác định vị trí của 
điểm và của vectơ trên mặt phẳng. 


Á: Hãy tìm cách xác định vị trí quân xe và quân mã trên bàn cờ vua (h.1.21) 


8b e de £ # h 


Hình 1.21 
a) Định nghĩa 
sự su ¬ ¬ 
Hệ trục toạ độ (O;¡, j) gôm hai trục (O;ï) và (O; j) 
vuông góc với nhau. Điểm gốc O chưng của hai trục gọi là gốc 


l foạ độ. Trục (O;ï) được gọi là trục hoành và kí hiệu là Ox, 
trục (O; j) được gọi là trục tung và kí hiện là Oy. Các vectơ 


+. ¬ ¬ 
¡ và j là các vectơ đơn vị trên Ox và Oy và lïl = F | =1.Hệ 


¡ trục toạ độ (O tổ 7 còn được kí hiệu là Oxy (h.1.22) 


3) b) 
Hình 1.22 


Mặt phẳng mà trên đó đã cho một hệ trục toạ độ Oxy được gọi là mặt phẳng 
toạ độ Oxy hay gọi tắt là mặt phẳng Oxy. 


b) Toạ độ của vectơ 


Á› Hãy phân tích các vectơ 3, B theo hai veclơ Í và lị trong hình (h.1.23) 


mm: 
+ = ' siÌ 
T CT1 


| 
| 
| 
| 
| 


Hình 123 


Trong mật phẳng Øxy cho một vectơ H tuỳ ý. Vẽ OÄ = H và gọi AI, As 
lần lượt là hình chiếu vuông góc của A lên Øx và Oy (h.!.24). Ta có 


— ==š tt: —— 


OẢ= OAi+OA; và cặp số duy nhất (x; y) để OA = xỉ, O4; = yj. Như 


vậy H= xityŸ ` 


Cập số (x ; y) duy nhất đố được gọi là foq 


độ của vectơ wú đối với hệ toạ độ Oxy và 


viết P = (x; y) hoặc uặ ¡ y). Số thứ nhất x 
gọi là hoành độ, số thứ hai y gọi là rung độ 


của vectƠ 1. 


Như vậy 


Nhận xét. Từ định nghĩa toạ độ của vectơ, ta thấy hai vectơ bằng nhan khi 
và chỉ khi chúng có hoành độ bằng nhan và tung độ bằng nhau. 


Nếu ứ = 7; „h= (`; y) thì 


Như vậy, mỗi vectơ được hoàn toàn xác định khi biết toạ độ của nó. 


e) Toạ độ của một điểm 
Trong mặt phẳng toạ độ Øxy cho một điểm # tuỳ ý. Toạ độ của vectơ ØM 
đối với hệ trục Oxy được gọi là fog độ của điểm M đối với hệ trục 
(h.125). 


S 


Như vậy, cặp số (v ; y) là toạ độ của điểm 
khi và chỉ khi ÓM = (v; y). Khi đó ta viết 
M(x; y) hoặc M = (x; y). Số x được gọi là 
hoành độ, còn số y được gọi là tung độ của 
điểm M. Hoành độ của điểm Ä⁄ còn được kí 
hiệu là x„, tung độ của điểm M⁄ còn được kí 


hiệu là yự;. 


Hình 1.25 


Chú ý rằng, nếu MMNI LOx, MM¿ L Oy thìx= OMI., y= ƠM;. 


` Tìm toạ độ của các điểm A, B, € trong hình 1.26. Cho ba điểm D(_2 ; 3), E(0 ; —4), 
F( ; 0). Hãy vẽ các điểm D, E, F trên mặt phẳng Oxy. 


Hình 128 


d) Liên hệ giữa toạ độ của điển và toạ độ c ủa vectơ trong mặt phẳng 


Cho hai điểm A(Y,; y,) và B(x;; y;). Ta có 


— 


AB =(Yg—XA ï Yg—YA). 


Á., Hãy chứng minh công thức trên. 


`. SÍ #ý Ất 2ÿ siớn 
3. _ Toq độ của các vec†ø u+v, u—v, ku 


“Ta có các công thức sau : 


Cho W =(; H,), v=ÓN ¡ 92). Khi đồ : 


HTYV =(M VI; Hạ + V2) 
TT 


wW=v= ứm — VỊ; Hạ — 92) 4 


kử =(km,; ku;),k eT. 


EÏ vi dụ 1. Cho 2 =Q :—2), D5 =(3;4), £ = (5;—1). Tìm toa độ vect 
„=2a+b—c. 
Ta có 22 =(2;~4), 24+b =(5;0), 24+b—e =(0; 1), 


Vậy w =(0; Ù). 


I25IÊ Ví dụ 2. Cho h =(l1;-l), n = (2; I). Hãy phân tích vectơ ễ =(4;-—I) theo 
đ và, 
Giả sử c= ka+hb = (k+2h ; k + h) 


k+2h=4 k=2 
Ta có =. 
—=k+h=-l h=l. 


Vậy c=2a+P. 
Nhận xét. Hai veciØ' w = (uy My), v.= (vụ; v. ) với v0 cùng phương khi 
và chỉ khi có một số k sao cho tu, = kV, và uy = kV;. 

4. Toq độ trung điểm của đoạn thẳng. Tog độ của trọng tâm tam giắc 


ø) Cho đoạn thẳng AB có A(vI; yà),(xp; yg). Ta dễ dàng chứng minh 
được toạ độ trung điểm /(x; ; yy ) của đoạn thắng A# là : 


Á. 


= 


. Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Hãy phân tích vectơ ØŒ theo ba vectơ OA : 
Ø8 và OC. Từ đó hãy tính toa độ của G theo toạ độ của A, B và C. 


b) Cho tam giác A8C' có A( Xã? À)¿ B( Xg; Yg), €Œ( Xe Xe) Khi đồ toa độ 


của trọng tâm Œ(x/;: y¿; ) của tam giác A8C được tính theo công thức : 


25 Ví dụ. Cho A(2 ; 0), 8(0 ; 4), C(I ; 3). Tìm toạ độ trung điểm / của đoạn 
thẳng AZ và toa độ của trọng tâm Œ của tam giác A8C. 


2+0 0+4 
=1, y= 
2 


Ta có 4= 


_2+01+1_ 0+4+3 _7 


Côu hỏi vò bời tộp 


1. Trên trục (O; Ð ) cho các điểm A, 8, M, N có toạ độ lần lượt là =l, 2, 3, =2. 
a) Hãy vẽ trục và biểu diễn các điểm đã cho trên trục ; 
b) Tính độ dài đại số của 48 và MA. Từ đó suy ra hai vectơ AB và MW 
ngược hướng. 
2. hư mặt phẳng toa độ các mệnh đề sau đúng hay sai ? 
a)ø =(-3;0) và ỉ= (1 ; 0) là hai vectơ ngược hướng ; 
b) ã =(3 ;4) và 5 = (—3 :; —1) là hai vectơ đối nhau ; 


c)ø =(Š5;3) và b =(3; 5) là hai vectơ đối nhau ; 


d) Hai vectơ bằng nhau khi và chỉ khi chúng có hoành độ bằng nhau và tung 
độ bằng nhau. 


3. Tìm toạ độ của các vectơ sau : 
a) d=2f ; b) b=-3/ ; 
c) c=3ƒ—47: đ d=0,27+Al3j. 


4. Trong mặt phẳng Ovy. Các khẳng định sau đúng hay sai ? 
a) Toạ độ của điểm A là toạ độ của vectơ ĐA ý 
b) Điểm A nằm trên trục hoành thì có tung độ bằng 0 ; 
e) Điểm A nằm trên trục tung thì có hoành độ bằng 0 ; 
d) Hoành độ và tung độ của điểm A bằng nhau khi và chỉ khi A nằm trên tia 
phân giác của góc phần tư thứ nhất. 


Trong mặt phẳng toạ độ Øxy cho điểm Ä⁄(xụ ; yạ). 
a) Tìm toa độ của điểm A đối xứng với ÄÑ⁄ qua trục Óx ; 
b) Tìm toạ độ của điểm Ö đối xứng với ÉM qua trục Oy; 
e) Tìm toạ độ điểm C đối xứng với M qua gốc OÓ. 


Cho hình bình hành A8CD có A(—l ;—2). B(3 ; 2), C(+; —1). Tìm toạ độ đỉnh Ð. 


Các điểm A(—4 ; L), 82 ; 4) và C' ; ~2) lần lượt là trung điểm các cạnh 
%C, CA và AB của tam giác A8C. Tính toạ độ các đỉnh của tam giác A8C. 
Chứng minh rằng trọng tâm của các tam giác A8C và A'8'C” trùng nhau. 

Cho đ =(2;-2), 5 =(I ; 4). Hãy phân tích veetơ e = (5 ; 0) theo hai veetơ 
avàb. 


ÔN TẬP CHƯƠNG I 


I.CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

Cho lục giác đều A8#CDEF có tâm O. Hãy chỉ ra các vectơ bàng AB có điểm 
đầu và điểm cuối là Ø hoặc các đỉnh của lục giác. 

Cho hai veetơ ø và Ð đều khác Ö. Các khẳng định sau đúng hay sai ? 

a) Hai vectơ P và D cùng hướng thì cùng phương ; 

b) Hai vectơ D và kb cùng phương ; 

e) Hai vectơ » và (-2)a cùng hướng ; 


đ) Hai vectơ P và P ngược hướng với vectơ thứ ba khác h) thì cùng phương. 


Tứ giác A8CD là hình gì nếu A8 = DC và [Aø|= |Bc]. 
Chứng minh ràng ly 7| < [l- lì ú 


Cho tam giác đều ABC nội tiếp trong đường tròn tâm O. Hãy xác định các 
điểm M, N, P sao cho 


a) OM=OÄ+OB ;  b)ON=OB+OỞ; e) OPB=OC+OÄ. 
Cho tam giác đều A8C có cạnh bằng ø. Tính 
a) [as+acl: b) [az- ad. 


10. 


1. 


12. 


13. 


Cho sáu điểm M, N, P, Q, #, % bất kì. Chứng minh rằng 
MP + NÓ + RỶ= MỸ + NP + RQ. 


Cho tam giác OAB. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của ØA và Ø8. Tìm 
các số m, n sao cho 


a) OM = mOÄ + nOB H b) AN=mOÄ+uOB ; 
€) MN = mOÄ+nOB H d) MB =mOÄ+nOB. 


Chứng minh rằng nếu Œ và Œ' lần lượt là trọng tâm của các tam giác A8C và 
A'8'C thì 3GGÌ = AAÌ+ BBÌ+ CC", 

“Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, các khẳng định sau đúng hay sai 2 

a) Hai vectơ đối nhau thì chúng có hoành độ đối nhau ; 

b) Vectơ đ#0 cùng phương với vectơ ỉ nếu # có hoành độ bằng 0 ; 


e) Vectơ á có hoành độ bằng 0 thì cùng phương với vectơ F : 


Cho đa =(2; l), Ð =(3:—4), € =(—7:2). 


a) Tìm toạ độ của vectơ #= 3œ+2b—4c ; 
b) Tìm toạ độ vectơ x sao cho v+ø=b-e ; 


e) Tìm các số k và h sao cho = ka+bE. 


Cho = ;—5j W v= mÏ~ 4}. 


Tìmm để ¡ và cùng phương. 
Trong các khẳng định sau khẳng định nào là đúng ? 
a) Điểm A nằm trên trục hoành thì có hoành độ bằng 0 ; 


b) P là trung điểm của đoạn thẳng AØ khi và chỉ khi hoành độ của P bằng 
trung bình cộng các hoành độ của A và Ø ; 


ce) Nếu tứ giác ABCD là hình bình hành thì trung bình cộng các toạ độ tương 
ứng của 4 và C bằng trung bình cộng các toạ độ tương ứng của Ö và D. 


II. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


Cho tứ giác ABCD. Số các vectơ khác Ở có điểm đâu và điểm cuối là đỉnh 
của tứ giác bằng : 
(A)4; (B)6; (O8; (@®Ð) 12. 


Cho lục giác đều A8CDEF có tâm Ó. Số các vectơ khác 6 cùng phương với 
ÓC có điểm đầu và điểm cuối là đỉnh của lục giác bằng : 

(A)4; (B)6; (Œ@7; (D)8. 

Cho lục giác đều A8CDEF có tâm O. Số các vectơ bằng vectơ OẺ có điểm 
đầu và điểm cuối là đỉnh của lục giác bằng : 


(A)2; (B)3; (G4; (D)6 


Cho hình chữ nhật A8CD có AB = 3, BC = 4. Độ dài của vectơ AC là: 


(A)5; (B)6; (G7; (@®)9. 
Cho ba điểm phân biệt A, 8, C. Đẳng thức nào sau đây là đúng 2 

(A) CA- BA = 8C ; (B) AB+ AC= BC ; 

(C) A8+CÄ= CB ; (D) A8- BC= CẢ. 


Cho hai điểm phân biệt A và 8. Điều kiện để điểm 7 là trung điểm của đoạn 
thẳng A# là: 


(A) 1A =1B; (B) IÄ= 1B : 
(CO IẢ=-8 ; (D) Ai = B1. 


Cho tam giác A8C có Œ là trọng tâm, 7 là trung điểm của đoạn thẳng ØC. 
Đẳng thức nào sau đây là đúng ? 


(A) GÁ= 2 (B) Rồ=—SIA ¡ 
( GB+GC= 2G] ; (D) G§+GC = GÄ 


Cho hình bình hành A8CD. Đẳng thức nào sau đây là đúng ? 

(A) AC+ BD=2BC ; (B) AC+BC= AB ; 

(C_AC- BD=2CD : (D) AC- AD=CD. 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho hình bình hành OA8C, C nằm trên Øx. 
Khẳng định nào sau đây là đúng ? 

(A) AB có tung, độ khác 0 ; (B) A và 8 có tung độ khác nhau ; 

(©) C có hoành độ bằng [đẩy (D) xạ+xc—xg =0. 


10. 


11. 


1U. 


14. 


lễ. 
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Cho » =(3;—2), s =(1;6). Khẳng định nào sau đây là đúng ? 

(A) nh và ổ = (—4; 4) ngược hướng ; 

(B) H VÀ cùng phương ; 

(C) ứ~V và b =(6;~—24) cùng hướng ; 

(D) 2n+v và v cùng phương. 

Cho tam giác A%C có A(3 ; 5), 8(1 ; 2), CO ; 2). Trọng tâm của tam giác ABC 
là: 

(A) GC3;4); ()G,(4; 0); 

( G,(A2 :3): (Ð)G,@ : 3). 


Cho bốn điểm A(I ; I), 8(2 ;—1), C(4; 3), 2Q ; 5). Chọn mệnh đề đúng : 
(A) Tứ giác ABCD là hình bình hành ; 


# 5 
(B) Điểm (2 ; E là trọng tâm của tam giác BCD ; 


(C©) AB=€DP ; 

(D) AC, AD cùng phương. 

Trong mặt phẳng Øxy cho bốn điểm A(—5 ; 2), 8(—5 ; 3), C@ ; 3), D(3 ; —2). 
Khẳng định nào sau đây là đúng ? 

(A) AB và CD cùng hướng ; (B) Tứ giác ABCD là hình chữ nhật ; 
(C) Điểm J1 ; 1) là trung điểm AC; (D) OA+O8= ÓC. 

Cho tam giác ABC'. Đặt a= ĐC, b= AC 3: 

Các cặp vectơ nào sau đây cùng phương 2 

(A) 22+B và z+2b ; (B)2-2P và 22-b ; 

(C 5a+P và -10g—2ð ; (D) a+B và a~P. 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho hình vuông A8CÐ có gốc OÓ là tâm của hình 


vuông và các cạnh của nó song song với các trục toạ độ. Khẳng định nào sau 
đây là đúng 2 


(A) |ÐA+o| = As; (B) ØÄ-OØB và DC cùng hướng ; 
() xạ =—xc VỀ ÿyA =ÿC ; (D) xg=-—x(: và yc=—yg. 


16. 


1. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Cho M ; —4). Kẻ MM, vuông góc với Óx, MM„ vuông góc với Oy. Khẳng 
định nào sau đây là đúng ? 


(A) OM, =-3; (B) OMa =4: 
(O© ØMỊ =OØM có toạ độ (—3 ; —4) ; (Ð OMI +OM+x có toạ độ (3 ; 4). 


Trong mặt phẳng toạ độ Øxy cho A(2 ; -3), 8(4 ; 7). Toạ độ trung điểm 7 của 
đoạn thẳng A8 là 


(A)(;4); (B) (2; 10); 
@@;2); (D) (8; ~21). 


“Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho A(5 ; 2), 8(10 ; 8). Toạ độ của vectơ AB là 
(A) d5; 10); (B)(;; 

(© G;6); (D) (50; 16). 

Cho tam giác A8C có 8(9; 7), C(I1 ; —1), M và X lần lượt là trung điểm của A8 
và AC. Toạ độ của vectơ MÀ là 

(A)(2;-8); ()(d;-4); 

(GØ (0;6); () @; 3). 

Trong mặt phẳng toạ độ ÓØxy cho bốn điểm A(3 ; -2), 8(7 ; l), C(@ ; 1), 
D(-8;~5). 

Khẳng định nào sau đây là đúng ? 

(A) AB và CD đối nhau ý 

(®) AB và CD cùng phương nhưng ngược hướng ; 

(©) AB và CD cùng phương và cùng hướng ; 

(D) A,8, C, D thẳng hàng. 

Cho ba điểm A(—I ; 5), 8(5 ; 5), C(—1 ; 11). Khẳng định nào sau đây là đúng ? 
(A) A4, 8, C thẳng hàng : 

(B) AB và AC cùng phương ; 

(©) AB và AC không cùng phương ; 

(D) AC và ĐC cùng phương. 


3Í 


2. 


23. 


24. 


26. 


21. 


28. 


29. 


Cho ø =(3; =4), b =(~—l ; 2). Toạ độ của vectơ + là 


(A)C4;6); (B)(2;-2); (@(4;-6); (D) 3; -8). 


Cho đ =(—1;2), Ð =(5;—7). Toạ độ của veetơ đ—? là 
(A)(6;-9); (B)(4;-5); (©)(=6;9); (D)(-5;=14). 


Cho đ = (-5;0), b= (4; x). Hai vectơ đvàb cùng phương nếu số + là 
(A)-5; (B)4: (@0; (D)-I. 


„ Cho đ =2), D =(C-5; l), P =(x;7). Vectơ c=2a+3B nếu 


(A)x=-l5; (B)x=3; (C)x= 15; (D)x=5. 


Cho A(I ; 1), 8(—2 ;—2), CŒ ; 7). Khẳng định nào đúng ? 

(A) GŒØ; 2) là trọng tâm của tam giác ABC ; 

(B) Điểm 8 ở giữa hai điểm A và €'; 

(C) Điểm A ở giữa hai điểm 8 và € ; 

(D) Hai vectơ AB và AC cùng hướng. 

Các điểm M(2 ; 3), N(O ; =4), P(—I ; 6) lần lượt là trung điểm các cạnh 8C, 
CA, AB của tam giác A8C. Toạ độ đỉnh A của tam giác là : 

(A)(;5); (B)C3;-l); (@(-2;-7?); ()(1;-10). 
Cho tam giác A8C có trọng tâm là gốc toạ độ O, hai đỉnh A và Ö có toạ độ là 
A(-2; 2), 8@ ; 5). Toạ độ của đỉnh € là : 

(A)CI;-?7); ()2;-2); (O(-—3;-5); (@)(1 ;7). 
Khẳng định nào trong các khẳng định sau là đúng ? 

(A) Hai veetơ đ =(_5 ; 0) và P = (~4 ; 0) cùng hướng ; 

(B) Vectơ =..= (7;3) là vectơ đối của ẳ= (7:3); 

(C) Hai vectơ P =(4;2) và % =(8; 3) cùng phương ; 

(D) Hai veetơ Z = (6 ; 3) và 5 = (2; 1) ngược hướng. 


„ Trong hệ trục (2; ỉ, 3), toạ độ của vectơ Ỷ+ /là: 


(A)(;1); (B)C1;l); (@(1;0); (®)(1; 1). 


Tìm hiểu về weefơ 


Việc nghiên cứu vectơ và các phép toán trên các vectơ bắt nguồn từ nhu cầu của 
cơ học và vật lí. Trước thế kỉ XIX người ta dùng toạ độ để xác định vectơ và quy 
các phép toán trên các vec†ơ về các phép toán trên toạ độ của chúng. Chỉ vào 
giữa thế kỉ XIX, người ta mới xây dựng được các phép toán trực tiếp trên các 
vectd như chúng ta đã nghiên cứu trong chương 1. Các nhà toán học Ha-min-tơn 
(W. Hamilton), Grat-sman (H. Grassmamn) và Gip (J. Gibbs) là những người đầu 
tiên nghiên cứu một cách có hệ thống về vectơ. Thuật ngữ “Vectơ” cũng được đưa 
ra từ các công trình ấy. Vecfor theo tiếng La-tinh có nghĩa là Vật mang. Đến đầu 
thế kỈ XX vectơ được hiểu là phần tử của một tập hợp nào đó mà trên đó đã cho 
các phép toán thích hợp để trở thành một cấu trúc gọi là không gian vectd. Nhà 
toán học Vây (Wey!) đã xây dựng hình học ØƠ-clit dựa vào không gian vectơ theo hệ 
tiên đề và được nhiều người tiếp nhận một cách thích thú. Đối tượng cơ bản được 
đưa ra trong hệ tiên đề này là điểm và vecfơ. Việc xây dựng này cho phép ta có thể 
mở rộng số chiều của không gian một cách dễ dàng và có thể sử dụng các công cụ 
của lí thuyết tập hợp và ánh xạ. Đồng thời hình học có thể sử dụng những cấu trúc 
đại số để phát triển theo các phương hướng mới. 


Vào những năm giữa thể kỉ XX, trong xu hướng hiện đại hoá chương trình phổ 
thông, nhiều nhà toán học trên thế giới đã vận động đưa việc giảng dạy vectơ vào 
trường phổ thông. Ở nước ta, vectơ và toạ độ cũng được đưa vào giảng dạy ở 
trường phổ thông cùng với một chương trình toán hiện đại nhằm đổi mới để nâng 
cao chất lượng giáo dục cho phù hợp với xu thế chung của thể giới. 
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TÍ0H Vô HUfN0 0A HAI WE0Tf 
VÀ NA DN6 


'$ Tích vô hướng của hai vectơ và ứng dụng 
Ê* Các hệ thức lượng trong tam giác và giải tam giác 


Trong chương nòy chúng †d sẽ nghiên cúu thêm một 
phép toán mới về vectơ, đó là phép nhên vô hướng 
của hơi veclơ. Phép nhân này cho kết quả là một 
số, số đó gọi là fích vô hướng của hơi veclơ. Để có 
thể xúc định lích vô hướng của hơi veclơ ta cản đến 
khới niệm giớ frị lượng gióc của một góc ơ bốt kì với 


0< øz< 1809 là mở rộng của khới niệm tỉ số lượng 
giác của một góc nhọn z đỡ biết ở lớp 9 


§1. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC BẤT KÌ 
TỪ 0° ĐẾN 180° 


Á., Tam giác ABC vuông tại A có góc nhọn ABC = ø Hãy nhắc lại định nghĩa các fÏ số 
lượng giác của góc nhọn z đã học ở lớp 9. 


Hình 2.1 


Á; Trong mặt phẳng toạ độ Ox/, nửa đường tròn tâm O nằm phía trên trục hoành bán 
kính R= 1 được gọi là nửa đường tròn đơn vị (h.2.2). Nếu cho tước một góc nhọn z 
thì ta có thể xác định một điểm M duy nhất trên nửa đường tròn đơn vị sao cho 
xOM = ø. Gi sử điểm M có toạ độ (xạ ; Vụ). 


sc ệ M X 
Hãy chứng tỏ rằng sinø = yạ, cosz = xụ, lanz= —®*.,cotz= —>. 
X%b Ÿg 


Hình 22 


Mở rộng khái niệm tỉ số lượng giác đối với góc nhọn cho những góc ø bất kì 


với 0° < ø< 180, ta có định nghĩa sau đây : 
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1. Định nghĩa 


Với mỗi góc #(0® < # < 180°) ta xác 
định một điểm ẤM trên nửa đường tròn đơn 
vị (h.2.3) sao cho vØM 
điểm ÉM có toạ độ Mx ; ) 
định nghĩa : 


ø và giả sử 
. Khi đó ta 


® sin của góc #là yạ, kí hiệu sin # = ÿyạ ; 


Hình 2.3 


® côsin của góc Ø là xạ, kí hiệu cosđ = Xụ; 
¬. sởn (hiê 3b 
® tang của góc # là — (ạ# 0), kí hiệu tanz= —— ; 
*p +o 
Á h š ».1g đÂN số +0, 
® côtang của góc # là —— (yạ # 0), kí hiệu cotz= ——. 
3ọ 30 


Các số sinø, cosơ, tanø, cotZ được gọi là các giá frị lượng giác của góc ứ. 


& Ví dụ. Tìm các giá trị lượng giác của góc 135”. 


Lấy điểm M trên nửa đường tròn đơn vị sao cho XOM = 135°. Khi đó ta có 


KD ˆ (h24 


)OM = 45”. Từ đó ta suy ra toạ độ của điểm M là l§ J 


2 
cosI359 =3 


). 


Vậy sinl35°= 


tanI359°= -l; cotl35°= -I 
U%“ Chú ý.® Nếu # là góc tù thì cosz < 0. tanø < 0, cotZ < 0. 


® tanø chỉ xác định khi Z#909, 
cotZ chỉ xác định khi œ ¿0 
và œ# 1800, 


Hình 24 
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2. Tính chốt 


Trên hình 2.5 ta có dây cung WM song song với trục Øv và nếu vØM = # 
thì xOM = 180°- ø. Ta có Vụ = Yw = Yọ. X =—X„y = Xọ. Do đó 


sinø= sin (I180°— #) 


c€osz =— cos (180°— đ) N 
tan =— tan (180°— đ) 
cotz = — cot(180°— ø). 


Hình 25 


3. _ Gió trị lượng giác của các góc đặc biệt 


Giá trị lượng giác của các góc bất kì có thể tìm thấy trên bảng số hoặc trên 
máy tính bỏ túi. 


Sau đây là giá trị lượng giác của một số góc đặc biệt mà chúng ta cần ghi nhớ. 


Bỏng gió trị lượng giắc của cóc góc đặc biệt 


“ œ 30 45 60° 90 180 
lượng giác 
= 
sin# 0 ˆ 5 I 0 
2 2 
4S | 1 | ø | sä 
2 9 


tan 0 


1 

2 

3 

cosđ I — 
V2 

cb 
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cotz | 3 l ĐI 0 lI 


Trong bảng, kí hiệu "||" để chỉ giá trị lượng giác không xác định. 


AT 


tr Chú ý. Từ giá trị lượng giác của các góc đặc biệt đã cho trong bảng và tính 
chất trên, ta có thể suy ra giá trị lượng giác của một số góc đặc biệt khác. 


Chẳng hạn : 


v3 


2 


sin120 =sin(180° — 60°) = sin60° = 


cosl35 = cos(180 - 459) =—cos459 =— 


Á. Tìm các giá trị lượng giác của các góc 1209, 1509. 


4. _ Góc giữa hai vec†ơ 
a) Định nghĩa 

Cho hai vect a và b đều khác vectơ 0. Từ một điểm O bất 
lộ kì la về OA=a và OB=b. Góc AOB với. số đo từ 0° đến 
180” được. gọi là Sóc giaa hai yectơ ä và b. Ta | kí hiệu góc 
giữa hai vectở P và b là (3, B) (h.26). Nếu (4, D): = 907 
lộ thì ta nói rằng a và b vuông góc với nhau, kí hiệu là a1b 
ụ hoặc 5 # ấu 


b) Chú ý. Từ định nghĩa ta có (, P)= G, đ). 


Hình 26 


Á, Khi nào góc giữa hai vectơ bằng 0” ? Khi nào góc giữa hai vectơ bằng 180” ? 


^s 


€) Ví dụ. Cho tam giác ABC vuông tại A và có góc 8= 509 (h.2.7). Khi đó : 


(BA, BC)= 50, (AB, BC) = 1309, & 

(CẢ, CB)= 40%, (AC, BC) = 409, 

(AC, CB)= 1409, (AC, BÄ)= 900. 
h lA 
4A B 


Hình 27 


SỬ dụng máy tính bỏ túi để tính gió trị lượng giác của một góc 
"Ta có thể sử dụng các loại máy tính bỏ túi để tính giá trị lượng giác của một 
góc, chẳng hạn đối với máy CA SIO †x - 500MS cách thực hiện như sau : 

a) Tính các giá trị lượng giác của góc # 


Sau khi mở máy ấn phím nhiều lần để màn hình hiện lên dồng 


chữ ứng với các số sau đây : 


Sau đó ấn phím IS để xác định đơn vị đo góc là "độ" và tính giá trị lượng 
giác của góc. 


® [ïnh sin#, cosø và tan2. 


Ví dụ 1. Tính sin 63° 52'4I". 


Ấn liên tiếp các phím sau đây : 


[sn[ 63 [ø:>] 52 øn]4i [es] [=] 


Ta được kết quả là : sin 63” 52'4l" z0, 897859012. 


Để tính cosø và tanø ta cũng làm như trên, chỉ thay việc ấn phím |sin 


bằng phím hay 
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b) Xác định độ lớn của góc khi biết giá trị lượng giác của góc đó 
Sau khi mở máy và chọn đơn vị đo góc, để tính góc x khi biết các giá trị 
lượng giấc của góc đó ta làm như ví dụ sau. 


l5 § Ví dụ 2. Tìm x biết sinv = 0,3502. 
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Ta ấn liên tiếp các phím sau đây : 


[smrT sin| 0.3502 |=[ | SHIEFT | |o:» 


và được kết quả là : x 20929'58", 


Muốn tìm x khi biết cosy, tany ta làm tương tự như trên, chỉ thay phím | sin 


bằng phím 


Câu hỏi vò bời tập 
Chứng minh rằng trong tam giác 48C ta có : 


a) sinA = sin( +); b) cos A =—cos(B +). 


Cho AO# là tam giác cân tại Ø có ÓOA = a và có các đường cao ØH và AK. 
Giả sử AOH = #. Tính AK và OK theo a và đ. 


Chứng minh rằng : 
a) sinI05” =sin75” ; 
b) cosI 709 =—cosI0° ; 


e) cosl22° = — cos 58°. 


ÿ D529 cề ". . —.-. :.8g 
Chứng minh rằng với mọi góc z(0 < z < 180” ) ta đều có cos“ œ+sin” ø= I. 
` _ II  N 2 2 

Cho gốc x, với cos.v = si . Tính giá trị của biểu thức : P= 3sin” x+eos” x. 


Cho hình vuông ABC. Tính : 


cos( AC, BA), sin( AC, 8D), cos( A8, CD). 


§2. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


"Trong vật lí, ta biết rằng nếu có một lực 


F tác động lên một vật tại điểm Ø và > 

làm cho vật đố di chuyển một quãng 

đường s = OØ” thì công A của lực Ƒ § 

được tính theo công thức : 0 ơ 
Hình 2.8 


A= [F| [ooleosp (h.2.8) 


trong đó [F là cường độ của lực # tính bằng Niutơn (viết tất là N), [ool là 
độ dài của vectơ ØOØ" tính bằng mét (m), ø là góc giữa hai vectơ ØØ' và Ƒ, 
còn công 4 được tính bằng Jun (viết tắt là ]). 


“Trong toán học, giá trị A của biểu thức trên (không kể đơn vị đo) được gọi là 


tích vô hướng của hai vectơ F và ØOO". 


¡¡ Định nghĩa 


Cho hai vectơ a và b đều khác vectơ 0. Tích vô hướng của a 
và b là một là a.b, được xá 


lịnh bởi công thức san : 


¬. I TỊ E= 
a.b= | š [j|cos(a, b). 


Trường hợp ít nhất một trong hai vectơ ø và D bằng vectơ 0 ta quy ước 
ab =0. 


Chú ý 


a) Với 4 và b khác veetơ Ö tacó 4.b =0<>d.Lb 


¬ .ã ¬2 
b) Khi a = b tích vô hướng œ.a được kí hiệu là ø và số này được gọi là 
bình phương vô hướng của vectZ ả. 


32 lỊ |¬| 2 
Ta có a = [ZllZÌcoso° =b . 


4I 


IS § Ví dụ. Cho tam giác đều ABC có cạnh bằng zø và có chiều cao AH. Khi đó ta 
có (h.2.9) 


4 
=T— l 
AB.AC = a.a.cos602 =-d”, 
AC.CB = a.a.eos120° = § 
T B H G 
Hình 29 


2. Các tính chốt của tích võ hướng 


Người ta chứng minh được các tính chất sau đây của tích vô hướng : 


Với ba vectơ ũ n 5, = bất kì và mọi số # ta có : 
P .b =b .đ (tính chất giao hoán) ; 

HuÊn + sản acb + tp (tính chất phân phối) ; 
(wa).B =k(2.b)= a.@B); 


+2 2 


4 >0,4 =0œa=0. 


Nhận xét. Từ các tính chất của tích vô hướng của hai vectơ ta suy ra : 


`. 


`". 
(a+b)=a +2a.b+b 


¬2 T¬ 


Ta a2 +2 
(a-=b)“=a —2ab+b ; 


¬ .¬. ¬2 ¬2 


+hÐ@-Đ =a -b 


Á. Cho hai vectơ ä và b. đều khác vectơ . Khi nào thì tích vô hướng của hai vectơ đó 
là số dương ? Là số âm ? Bằng 0 ? 


Ứng dụng. Một xe goòng chuyển động từ 4 đến # dưới. tác Ác: dụng của lực F. 
Lực F tạo với hướng chuyển động một góc ø, tức là ( F, AB )= z(h.2.10). 


Hình 210 


Lực F được phân tích thành hai thành phần 1 và P5 trong đó F vuông 
góc với AB, còn RE là hình chiếu của F lên đường thẳng A8. Ta có 
F=F+Es. Công . của lực F là .#@= F.AB=(fR+F2)AB = 


=— =— =—— 


= H.AB+F,.AB = E).AB, 


Như vậy lực thành phần #j không làm cho xe goòng chuyển động nên 
không sinh công. Chỉ có thành phần E của lực F sinh công làm cho xe 
goòng chuyển động từ 4 đến Ö. 

Công thức .«#= F .AB là công thức tính công của lực + làm vật di chuyển 
từ 4 đến 8 mà ta đã biết trong vật lí. 


Biểu thức toq độ của tích vô hướng 
Trên mặt phẳng toa độ (Ø ; 1y 3 cho hai veetơ ø = (4i; đ›), b= (bị; bạ). 
Khi đó tích vô hướng z.P là: 


a,b a bị + 


l1 


“Thật vậy 2b = (+3) -(bŸ% bạ j) 


-2 ¬2 T~¬ ¬ 
atbhii +aabaj + apbal .j+ aahbI.J.L. 


- ¬2 


NÌ ? =j slwW ï.j= j.ï =0 nên suy ra : 


a.b= aibị + a,bx, 
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Nhận xét. Hai vectơ Pì =(ai; d;), b =(b 
với nhau khi và chỉ khi 
abi + a¿b,= 0. 


¡ö ð) đều khác vectơ 0 vuông góc 


Â; Trên mặt phẳng toạ độ Oxy cho ba điểm A(2 ; 4), B(1 ; 2), C(6 ; 2). Chứng minh rằng 
AB L AC. 


4. Úng dụng 


a) Độ dài của vectơ 


Độ dài của vectơ ø = (4,; ø;) được tính theo công thức : 


¬| 2 2 
Jđ| = đi +đ5 Ũ 


S3 cung 


=á = da =địđ| +dada = dị +dể # 
o đó l|- 1, +42 
Do đó Ì¿ dai +42. 


b) Góc giữa hai vectơ 


“Thật vậy, ta có | 


Từ định nghĩa tích vô hướng của hai vectơ ta suy ra nếu =(ø¡ ; đs) và 


b= Œị ; b„) đều khác Ö thì ta có : 


PT) x-“....cn 


|. ñ xz? +ai xh mm 


cos(4, Đ)= = 


EÏ vi dụ. cỉo 08 =2:—1), ÔN =(3:—0). 


“Ta cố cos MON= = cos(OM, ON)= 


Vậy (OM, ON)= 1359. 


e) Khoảng cách giữa hai điểm 


Khoảng cách giữa hai điểm A(@, z y4) và B(x ; yạ) được tính theo công thức : 


(xg —XẠ)” +Ôyg— VA)” . 


Thật vậy,vì AB =(xg—xY; ; yg— y4) niên ta có 


AB = [AB|=a[Csg ~ xạ)” + Vy —yA)Ê - 


ls5IÊ Ví dụ. Cho hai điểm M(-2 : 2) và N(I : 1). Khi đó MN =(3; —l) và khoảng 


cách MA là : [MN|= 422+c02 =0. 


Côu hỏi vờ bời tộo 


Cho tam giác vuông cân A8C có AB = AC = đ. Tính các tích vô hướng 


AB.AC, ACCB. 

Cho ba điểm O, A, 8 thẳng hàng và biết ØA = a, O8 = b. Tính tích vô hướng 
OA.OB trong hai trường hợp : 

a) Điểm Ø nằm ngoài đoạn A# ; 

b) Điểm Ø nằm trong đoạn A# . 


Cho nửa đường tròn tâm Ø có dường kính A8 = 2. Gọi M và @ là hai diểm 
thuộc nửa đường tròn sao cho hai dây cung AM và BN cắt nhau tại 7. 


a) Chứng minh AI.AM = AT.AB và BI.BN = BI.BÄ 8 

b) Hãy dùng kết quả câu a) để tính AILAM + BI.BN theo R. 
“Trên mặt phẳng Oxy, cho hai điểm A(I :3),B(4;2). 

a) Tìm toa độ điểm D nằm trên trục Óv sao cho DA = D8 ; 


b) Tính chu vi tam giác OAB ; 
c) Chứng tỏ ÓA vuông góc với 4B và từ đó tính diện tích tam giác OAð. 
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5. Trên mặt phẳng Øxy hãy tính góc giữa hai vectơ œ và b trong các trường 
hợp sau : 


a) ad =(;-~3),b =(6;4); 
b) ø =(3;2),b =(5;—l); 
e)a =2; -263),b =; 3). 


6. Tiên mặt phẳng toạ độ Øxy cho bốn điểm A(7 ; -3), 8(8 ; 4), C(1 ; 5), D(0 ; —2). 
Chứng minh rằng tứ giác A8CD là hình vuông. 
7. Trên mặt phẳng Øxy cho điểm A(—2 ; 1). Gọi 8 là điểm đối xứng với điểm A 


qua gốc toạ độ Ó. Tìm toạ độ của điểm C có tung độ bằng 2 sao cho tam giác 
ABC vuông ở C. 


§3. CÁC HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 
VÀ GIẢI TAM GIÁC 


Chúng ta biết rằng một tam giác được hoàn toàn xác định nếu biết một số 
yến tố, chẳng hạn biết ba cạnh, hoäe hai cạnh và gốc xen giữa hai cạnh đồ 


Như vậy giữa các cạnh và các góc của một tam giác có một mối liên hệ xác 
định nào đó mà ta sẽ gọi là các hệ thức lượng trong tam giác. Trong phân 
này chúng ta sẽ nghiên cứu những hệ thức đó và các ứng dụng của chúng. 


Đối với tam giác A8C ta thường kí hiệu : ø = 8C, b= CA, c =AB. 


Á., Tam giác ABC vuông tại A có đường cao AH = h và có BC = a, CA = b, AB = c. Gọi 
BH = c' và CH = b' (h.2.11). Hãy điền vào các ô trống trong các hệ thức sau đây để 
được các hệ thức lượng trong tam giác vuông : 
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a2=b°+ 
bˆ=ax Ì... 
c?=ax T.. 2 S 
2 L] 
lh (BI | sa: Lj H a e 
Hình 2.11 


L-] II 


sinB = cosC = —=—; sinC = cosB= ——` 


a a 
tanB = cotC = LT¿s-enc- LÌ 


“Trước tiên ta tìm hiểu hai hệ thức lượng cơ bản trong tam giác bất kì là định 
lí eôsin và định lí sin. 

Định lí côsin 

đ) Bài toán. Trong tam giác ABC Ạ 


cho biết hai cạnh 4#, AC và góc A, 
hãy tính cạnh 8C (hình 2.12). 


GIẢI 


Ta có 8C? = 


Hình 212 
BC?2=AC +AB” ~2|ac|.[as|cosa : 


Vậy ta có BC? = AC” + AB? ~2AC.AB.cos A 


nên — 8C= VAC?+AB?-2AC.AB.cosA. 
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"Từ kết quả của bài toán trên ta suy ra định lí sau đây ; 
b) Định lí côsin 
Trong tam giác ABC bất kì với BC = a, CA = b,AB = c ta có : 


4®=b?+cˆ—2bc cosA ; 


'IT To 
b` =a +c —2ae cosB; 


d2 + b—2ab cosC. 


Â; Hãy phát biểu định lí côsin bằng lời. 
Á. Khi ABC là tam giác vuông, định lí côsin trở thành định lí quen thuộc nào 2 


"Từ định Lí côsin ta suy ra : 


Hệ quả 


e) Áp dụng. Tính độ dài đường trung tuyến của tam giác. 
Cho tam giác A8C có các cạnh 8C = a, CA = b và AB = c. Gọi mụ, mụ và 


m,. là độ dài các đường trung tuyến lần lượt vẽ từ các dỉnh A, 8 và C của 
†am giác. Ta cố : 


Ạ 
2.2 
2 2(b°+c”)—aˆ 
Hạ =——————— . h 
4 e 
2_ 2(a2+c”)~ b` 
mỹ =“———————— : 
» B M Ø 
- 
2_ 2(4”+b“)— - 
Hà'=—=— Hình 2.13 


4 


4® 


Thật vậy, gọi là trung điểm của cạnh 8C, ấp dụng định lí côsin vào tam 
giác AMB ta có : 


2.7 


23_ 2 § ứ 
tr =È” ¿(3] ~2c.—_.cos j = cảm — đc cos 8 


Chứng minh tương tự ta có : 


2 2(a2 + c3~- b2 
Tp —===— 
4 
b 2(a2 +b2)~ c 
2# —————— 
4 
Á. Cho tam giác ABC có a = 7 cm, b = 8 cm và e = 6 cm. Hãy tính độ dài đường trung 
tuyến m„. của tam giác ABC đã cho. 
đ) Ví dụ 
lá § Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có các cạnh AC = I0 em, 8C = l6 em và góc 
Ê = I10°.Tính cạnh A8 và các góc 4, 8 của tam giác đó. 
GIẢI 
Đặt BC = da, CA = b, AB = c. 
Theo định lí côsin ta có : 


ðs¿ gới : 
€Œ a +b— 2ab cos(C 


162 + 102~— 2.16.10.cos110° 


cẰs 465,44. Là 
Vậy c® A'465,44 21,6 (cm). 3⁄ 7ø 
s2 
A + B 


Hình 214 
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"Theo hệ quả định lí côsin ta có : 
b?+c?T-a? : 10 +(21,6)2 - 162 


0/7188. 
2bc 2.10.21,6) 


cosA = 
Suy ra Â 442", 8 =I80° ~(A+€) 25958", 


ấ Ví dụ 2. Hai lực ƒ¡ và ƒ2 cho trước cùng tác dụng lên một vật và tạo thành 


góc nhọn lñ ñ ®) = z. Hãy lập công thức tính cường độ của hợp lực s. 


GIẢI 
Đặt 4B = ƒj, AD= ƒ, và vẽ hình 
bình hành 418CD (h.2.15). 


Khi đó AC= A8+AD= ƒ +ƒ› = 


Vậy lacl=[#+#‡ ï 


Hình 2 15 


Theo định lí eôsin đối với tam giác ABC ta có 


2 2 2 
AC” = AB” +BC~-2AB.BC.cosB, 


hay IRR +[EƑ -2|#|[E|osuso - a,. 
Do đó l5  +2lf|[E|-eosz. 


2. Định lísin 


Á, Cho tam giác ABC vuông ở A nội tiếp trong đường trỏn bán kính R và có BC = a, 
CA = b, AB = c. Chứng minh hệ thức : 


8 _ 0 0 an 


SinA sinB sinC - 


Đối với tam giác ABC bất kì ta cũng có hệ thức trên. Hệ thức này được gọi là 
định lí sin trong tam giác. 


®q 


a) Định lí sin 


Trong tam giác ABC bất kì với BC = a, CA =b, AB = c và R 
là bán kính đường tròn ngoại tiếp, ta có : 


a b € 


= = =2R. 
sinA sin#8 sinC 


b) 


CHÚNG MINH. Ta chứng mình hệ thức a =2R. Xét hai trường hợp : 


sin 
se Nếu góc A nhọn, ta vẽ đường kính 8D của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC' và khi đó vì tam giác 8CD vuông tại C' nên ta có 8C = BD.sinD hay 
qa=2R.sinD (h.2.l6a) 


Ta có BAC = BDC' vì đó là hai góc nội tiếp cùng chắn cung ñÈ . Do đó 
ạ 
sinA 


a=2R.sinA hay =2R. 
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se Nếu góc A tù, ta cũng vẽ đường kính 8D của đường tròn tâm Ø ngoại tiếp tam 
giác ABC (h2.l6b). Tứ giác ABDC' nội tiếp đường tròn tâm Ø nên 
Ð= 180 ~Â.. Do đó sin2 = sin(I80° - A). Ta cũng có 8C = 8D.sin D hay 
a=BD.sinA. 


Vậy a=2Rsin A hay =2ñ. 


sinA 


+1 


e 


Các đẳng thức — =2R và = 2R được chứng minh tương tự. 


sin8 sinŒ 


ạ b € 


=2R. 


Vậy tacó ———=———=——— 
sinA sin8 sinc 


^C Cho tam giác đều ABC có cạnh bằng a. Hãy tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 
giác đó. 


b) Ví dụ. Cho tam giác ABC có 8 =20°, C =31° và cạnh b =210 em. Tính 


A, các cạnh cồn lại và bán kính # của đường tròn ngoại tiếp tam giác đó. 


GIẢI € 
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Ta có À = 1809 ~—(20° +31), do đó Â = 1299 (h.2.17). 


: b : 
Mặt khác theo định lí sin ta có : z ==—-= —— =2R q) 
sinA sin? sinC 


bsinA _ 210.sinI299 


sinB sin20 


Từ (l)suyra = 477,2 (cm). 


bsinC 210sin319 
< bsinC s 10.sin3l1 316,2 (em). 


£ 


sin8 sin200 
4712 
R=——=———— s301,02(em). 


2sinA 2,sinI299 


3... Công thức tính diện tích tam giớc 
Ta kí hiệu „, Jự và ÿ,. là các đường cao của tam giác ABC lần lượt vẽ từ 


các đỉnh A, 8, C và # là diện tích tam giác đó. 


ÂÁ; Hãy viết các công thức tính diện tích tam giác theo một cạnh và đường cao tương ứng. 


Cho tam giác ABC có các cạnh 8C = ứ, CA =b, AB =c. 


Gọi # và r lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp tam giác và 


8+ b1+ổ „ s " . 
=—==—= là nửa chu vi của tam giác. 


Diện tích % của tam giác A8C được tính theo một trong các công thức sau : 


1 lị 1 

§$= —absinC=—besinA=—casin B ; () 
Đ 3 2 
đbc 

X=—: (2) 
4R 

S=pr; @) 


®= 4ptp-a)(p=b)(p—c) (công thức Hê-rông). (4) 


“Ta chứng minh công thức (1). 


ả l § cá Z5 4 
Ta đã biết S = ah, với h„ = AH = ACsinC = bsinC (kể cả CŒ nhọn, tù hay 
vuông) (h.2.18). 


^ 


LT-——-T—--—— 
La 
œ 


a) b) D) 
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x. 


Ấ. 
—absinC. 
= 


Do đó 4 


| Ị I : 5 Ẫ 
Các công thức 9 = sbcsin A và§$= (asin B được chứng minh tương tự. 


Á; Dựa vào công thức (1) và định lí sin, hãy chứng minh S = = 


Ác Chứng minh công thức S=pr (h.2.19). 
A 


ÂM, 
ẢC, 


“Ta thừa nhận công thức Hê-rông. 

f Ví dụ 1. Tam giác A8C' có các cạnh z = I3m, b = I4m vàc =l5m 
a) Tính diện tích tam giác Að8C ; 
b) Tính bán kính đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tam giác ABC. 
GIẢI 


| 
a) Ta có p= = (13 + I4+ I5) = 2l. Theo công thức Hê-rông ta có : 


4BIG1-13/21- 14)@1- 15) = 84 (m?). 


Ấ % 84 
b) Ấp dụng công thức ®= pr ta cố r= —= 5 = 
p ^2 


Vậy đường tròn nội tiếp tam giác AØC có bán kính là r = 4m. 
` —....-- 
Từ công thức S= ——. 
4R 


bc — 13.14, 
Ta có Ko 66/1301 15, 02giốnH, 
49. 336 
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f vidu 2. Tam giác ABC có cạnh ø = 2v/3, cạnh b= 2 và C= 300. Tính cạnh có, 
góc A và diện tích tam giác đó. 
GIẢI 


"Theo định lí côsin ta có 


e2=a2+b°—2abcosC = 12+4-— 2. 252 - 


+ 


Vậy c =2 và tam giác ABC có AB = AC = 2. Ta suy ra ®8=€ =30°. 
Do đó À = 120. 


Ta có $= Ị acsinB = Ị 2.52 —¬ 3 (đơn vị diện tích). 


Ị 
ta 


4. Giải tam giác và ứng dụng vòo việc đo đạc 
a) Giải tam giác 


Giải tam giác là tìm một số yếu tố của tam giác khi cho biết các yếu tố khác. 


Hình 2 20. Giác kế dùng để ngắm và đo đạc. 


Muốn giải tam giác ta thường sử dụng các hệ thức đã được nêu lên trong 
định lí côsin, định lí sin và các công thức tính diện tích tam giác. 


=1 


IẾÏ ví dụ 1. Cho tam giác ABC biết cạnh ø = 174m, 8 = 44930 và C=64P, 
Tính góc À và các cạnh Ö, c, 
GIẢI 
Ta có Ạ = 1809 =(8 + €)= 180 — (44930° + 649) = 71540”, 


D0200, d4 + _ l b e 
Theo định lí sin tacố ———=———=———: 
sinA sin8 sinc 


asin sử 17,4.0, 7009 


do đó b= “ 
sinA 0,9483 


% 12,9(m), 


asinC ở 17,4.0,8988 
sina 0.9483 


# 16,5 (m). 


IssiÊ Ví dụ 2. Cho tam giác ABC có cạnh z = 49,4+em, b = 26,4em và ê =47°20'. 
Tính cạnh c, Ầ và 8 h 
GIẢI 
“Theo định lí côsin ta có 
cẰ= a2+bŸ — 2ab cosC 


® (49,4)? + (26,4)”- 2.49,4.26,4.0,6777  1369,66. 
Vậy ® A1369,66 % 37 (cm) 


2._.^ 2 
h+c —aT  6971+1370- 2440 


—0,191. 
2bc 2.26,4.37 


“Ta có cosA = 
Như vậy Â là góc tù và ta có Â ® I01°. 
Do đó 8 = 180% ~(Ä + €) # 1809 (1019 +47920') 319407. 
Vậy 8 z 31540, 
l5 § Ví dụ 3. Cho tam giác A8C có cạnh ø = 2+ em, b = 13 em và e = l5 cm. 


"Tính diện tích của tam giác và bán kính r của đường tròn nội tiếp. 


%6 


GIẢI 
"Theo định lí côsin ta có 
2 


s15 b`+c?—a2 _ 169+ 225~ 576 


w — 0,4667, 
2bc 2.1315 
như vậy Ầ là góc tù và ta tính được "ì  117949' => sinA w 0,88. 
Ta có ÿ= ~ besinA = -.13.15.088 ø 85,8 (cm” ). 
_ bị 24+13+-15 
Áp dụng công thức Ÿ = jør ta cór= —. Vìp = ——= 26 nên 
p 2 
85,8 _ 

r8 26 =3,3 (cm). 


b) Ứng dụng vào việc đo đạc 


Bài toán 1. Đo chiều cao của một cái tháp mà không thể đến được chân tháp. 


Giả sử CD = h là chiều cao của tháp trong đó C' là chân tháp. Chọn hai điểm 4, 8 
trên mặt đất sao cho ba điểm A, 8 và C' thắng hàng. Ta đo khoảng cách 4Ø và 


các góc CAD, CBD. Chẳng hạn ta đo được AB = 24 m, CAD= ø = 639, 


CBD= 8= 48°. Khi đó chiều cao ÿ của tháp được tính như sau : 


Hình 221 


KWi 


Áp dụng định lí sin vào tam giác ABD ta có 
AD — AB 
sin# sin2 ì 


Ta có ø = Ð + Ø nên D = #—/Ø=639~489 = 150, 
ABsin/ _ 24sin48° 


Do đó AÐ = = 
sin(œ~ Ø) sinl5° 


68,91. 


Trong tam giác vuông ACD ta có h= CD=ADsinø # 6l,4(m). 


rf Bỏi toán 2. Tính khoảng cách từ một địa điểm trên bờ sông đến một gốc 


cây trên một cù lao Ở giữa sông. 


Để đo khoảng cách từ một điểm A trên bờ sông đến gốc cây C trên cù lao 
giữa sông, người ta chọn một điểm Ö cùng ở trên bờ với A sao cho từ A và # 
có thể nhìn thấy điểm €. Ta đo khoảng cách 4Ø, góc CAB và CBA. Chẳng 
hạn ta đo được A8 = 40m, CAB = ø= 45%, CBẦ= Ø= 709. 


Hình 222 


Khi đó khoảng cách AC được tính như sau : 
Áp dụng định lí sin vào tam giác AðC, ta có 


ÁP ngưạy 


sin8 sinC 


_ 


ABsinØ _ 40.sin70° 


Vì sinC =sin(+ Ø) nên AC= —————-= 
sin#+/Ø)  sinI159 


# 4,47 (m). 


Vậy AC s 4I,47(m). 


Câu hỏi và bời tập 


Cho tam giác ABC vuông tại A, 8 =58° và cạnh ø = 72 em. Tính C`, cạnh b, 
cạnh e và đường cao Ö„. 


Cho tam giác ABC biết các cạnh ø = 52,1! em, b = 85 cm và c = 54 cm. Tính 
các góc Ẩ, 8 và ẽ. 

Cho tam giác ABC có Ầ = 120, cạnh b = § cm và c = 5 cm. Tính cạnh a, và 
các øÓc 8 š Ề của tam giác đó. 

Tính diện tích ÿ của tam giác có số đo các cạnh lần lượt là 7, 9 và 12. 

Tam giác ABC có Â=120°. Tính cạnh 8C cho biết cạnh AC = m và 
AB=n. 


"Tam giác A8C có các cạnh ø = 8 em, b = I0 em và e = I3 em. 
a) Tam giác đó có góc tù không ? 

b) Tính độ dài trung tuyến MA của tam giác A8C' đó. 

"Tính góc lớn nhất của tam giác A%C biết 

a) Các cạnh a= 3 em, b= 4 cm và c = 6em; 


b) Các cạnh z = 40 em, b = 13 cm và c = 37 cm. 


Cho tam giác ABC biết cạnh z = 137,5 cm, ® =83° và e =57° .Tính góc A, 


bán kính # của đường tròn ngoại tiếp, cạnh b và c của tam giác. 


Cho hình bình hành 48CD có AB = a, BC = b, BD = m và AC = n. Chứng 


minh rằng m` +n” = 2(42 + b2) hi 


Kì 


10. 


11. 


6q 


Hai chiếc tàu thuỷ P và Ó cách nhau 300 m. Từ P và @ thẳng hàng với chân A 
của tháp hải đăng A8 ở trên bờ biển người ta nhìn chiều cao 4Ø của tháp dưới 


các góc BPA= 35° và BQA = 489. Tính chiều cao của tháp. 


Muốn đo chiều cao của Tháp Chàm Por Klong Garai ở Ninh Thuận (h.2.23), 
người ta lấy hai điểm A và # trên mặt đất có khoảng cách 4Ø = 12 m cùng 
thẳng hàng với chân C của tháp để đặt hai giác kế (h.2.24). Chân của giác kế 
có chiều cao  = I,3 m. Gọi Ð là đỉnh tháp và hai điểm 4¡,Ø¡ cùng thẳng 


hàng với Œ¡ thuộc chiều cao CD của tháp. Người ta đo được DAIC| = 492 và 


DBịC¡ = 35. Tính chiều cao CÐ của tháp đó. 


Hình 223 Hình 224 


gười ta đã đo Rhoảng cách 
Z giữa Trái Đất và Iiặt Trăng như thế nào ? 


Mặt Trăng 
Loài người đã biết được khoảng cách giữa 
Trái Đất và Mặt Trăng cách đây khoảng 
hai ngàn năm với một độ chính xác tuyệt 
vời là vào khoảng 384 000 km. Sau đó 
khoảng cách giữa Trái Đất và Mặt Trăng 
đã được xác lập một cách chắc chắn vào 
năm 1751 do một nhà thiên văn người 
Pháp là Giô-dep Lalăng (Joseph 
Lalande, 1732-1807) và một nhà toán 
học người Pháp là Ni-cô-la Lacay 
(Nicolas Lacaille, 1713-1762). Hai ông đã 
phối hợp tổ chức đứng ở hai địa điểm rất 
xa nhau, một người ở Bec-lin gọi là điểm 
A, còn người kia ở Mũi Hảo Vọng (Bonne- 
Espérance) một mũi đất ở cực nam châu 
Phi, gọi là điểm B (h. 2.25). Gọi € là một 
điểm trên Mặt Trăng. Từ A và B người ta 
đo và tính được các góc A, B và cạnh AB 
của tam giác ABC. 


Trong mặt phẳng (ABC), gọi tia Ax là 
đường chân trời vẽ từ đỉnh A và tia By là 
đường chân trời vẽ từ đỉnh B. Kí hiệu 
œ=EAx. Ø= CRy 


o 


Gọi O là tâm Trái Đất, ta có : Trái Đất 


u= xAB = yBÄ= SAOB. 
Tam giác ABC có Â=œ+u,B=B+u. Hình 2.25 


Vì biết độ dài cùng AB nên ta tính được góc AOB và do đó tính được độ dài cạnh 
AB. Tam giác ABC được xác định vì óc - cạnh - góc" của tam giác đó. Từ đó 
ta có thể tính được chiều cao CH của tam giác ABC là khoảng cách cần tìm. Người 
ta nhận thấy rằng khoảng cách này gần bằng mười lần độ dài xích đạo của 
Trái Đất (> 10 x 40 000 km). 
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19. 


1H. 


ÔN TẬP CHƯƠNG II 


I. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


Hãy nhắc lại định nghĩa giá trị lượng giác của một góc # với 0° < øz<I80°. 
Tại sao khi # là các góc nhọn thì giá trị lượng giác này lại chính là các tỉ số 
lượng giác đã được học ở lớp 9? 


Tại sao hai góc bù nhau lại có sin bằng nhau và côsin đối nhau ? 


Nhắc lại định nghĩa tích vô hướng của hai vectơ và b.. Tích vô hướng này 


với l và l không đổi đạt giá trị lớn nhất và nhỏ nhất khi nào ? 


“Trong mặt phẳng OØxy cho vectơ P = (—3; l) và vectơ b =(2;2), hãy tính 
tích vô hướng a.b. 


Hãy nhắc lại định lí côsin trong tam giác. Từ các hệ thức này hãy tính cos A, 
cosØ và cosC theo các cạnh của tam giác. 


"Từ hệ thức d2=b?+c?—2beccosA trong tam giác, hãy suy ra định lí Py-ta-go. 


Chứng minh rằng với mọi tam giác AØC, ta có a = 2#sinA, b = 2Rsinð, 
c= 2RsinC, trong đó # là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác. 


Cho tam giác A8C. Chứng minh rằng : 
a) Góc A nhọn khi và chỉ khi ø?< bˆ+ cŸ ; 
b) Góc A tù khi và chỉ khi aˆ> bŸ + cŸ ; 


e) Góc A vuông khi và chỉ khi #2 = bŸ + c2. 
Cho tam giác A8C có F =60°, 8C = 6. Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp 
tam giác đó. 


Cho tam giác AðC' có a= 12, b = l6, e = 20. Tính diện tích S của tam giác, 
chiều cao h„, các bán kính 8, r của các đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp tam 
giác và đường trung tuyến m„ của tam giác. 


"Trong tập hợp các tam giác có hai cạnh là z và Ð, tìm tam giác có diện tích 
lớn nhất. 


II. CÂU HỎI TRÁC NGHIỆM 
Trong các đẳng thức sau đây đẳng thức nào là đúng ? 


(A) sin1502 =. h (B) cosl50° = D : 
l 

(©) tan =-—=: (Ð) cot = ; 

€) tan! 50° _ D) cotL50° = A/3 


Cho # và Ølà hai góc khác nhau và bù nhau. Trong các đẳng thức sau đây, 
đẳng thức nào sai 2 


(A) sinz =sin Ø ; (B) cosz=—cos Ø; 
(©) tan =-tan Ø ; (D) cot# = cot 


Cho ølà góc tù. Điều khẳng định nào sau đây là đúng ? 
(A) sin#<0; (B) cosz >0; 
(Ø tan z<0; (D) cotz>0. 


Trong các khẳng định sau đây, khẳng định nào sai ? 
(A) cos45° = sin 45° ; (B) cos45° = sin I35° ; 
(C) cos30° = sin 120? ; (D) sin60° = cos 120°. 


Cho hai gốc nhọn ø và B trong đó z< /j Khẳng định nào sau đây là sai ? 
(A) cos #< c0s ; (B) sinø < sin Ø ; 


() z+/= 90 => cosư=sin/Ø ; (D) tanø + tan đ>0. 


"Tam giác A8C vuông ởA và có góc 309. Khẳng định nào sau đây là sai ? 
(CÁ) 'cogftfi—= : () sinC= 
⁄3 
1 


(© cosŒ : (D) sinB= 


"Tam giác đều A8C có đường cao A7. Khẳng định nào sau đây là đúng 2 


BI; 


Suy d 
(A) sin BAH = (B) cos BAN =—= ; 
v3 
(©) sin ABC= # H (D)sin AHC= _ 
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10. 


11. 


12. 


14. 


Điều khẳng định nào sau đây là đúng ? 
(A) sinz = sin(I§0°— 2) ; (B) cosz= cos(I80°— Z) ; 


(C) tan# = tan(I80° — 2) ; (D) cot# = cot(I80°T— ø). 


Tìm khẳng định sai trong các khẳng định sau đây : 
(A) cos359 > cosl0° ; (B) sinó0° < sin80? ; 
(C) tan45' < tanó0° ; (D) cos45” = sin45°. 


"Tam giác ABC vuông ở A và có góc 8 = 50°. Hệ thức nào sau đây là sai ? 
(A) (A8. 8C)= 130° : (®) (Bể, AC)= 409; 


( (A8. CB)= 50° ; (Ð) AC. C8)= 120°. 


Cho Pì và D là hai vectơ cùng hướng và đều khác vectơ h) . Trong các kết quả 
sau đây, hãy chọn kết quả đúng. 


(y z5=|l : (B) 2.5 =0; 
() 4.5 =-L; (Ð) ä.5= - 2| |5] 


Cho tam giác A8C vuông cân tại A có AB = AC = 30 em. Hai đường trung 
tuyến BƑ và CE cất nhau tại Œ. Diện tích tam giác GFC là : 


(A) 50 cmể; (B) 5042 cmŸ; 
(€) 75 cm2 H (D) 15105 cnẺ, 


Cho tam giác ABC vuông tại A có AB = 5 em, 8C = I3 em. Gọi góc ABC =ø 
và ACB = 8. Hãy chọn kết luận đúng khi so sánh ø# và đ: 
(A)Ø>øz; (B) Ø8<ø; 
(Œ)/8=ø; (D)øz<8. 


Cho góc xOy= 30°. Gọi A và Ø là hai điểm di động lần lượt trên Øx và Øy 
sao cho 4Ø = I. Độ dài lớn nhất của đoạn O8 bằng : 


(A) l5; (®) V3; () 242 ; (D)2. 


16. 


1. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


Cho tam giác ABC có BC =a,CA =b, AB = c. Mệnh đề nào sau đây là đúng ? 
(A) Nếu b?+c2—ä” >0 thì góc A nhọn ; 

(B) Nếu b2 + e2 — a2 > 0 thì góc A tù ; 

(C) Nếu b#+ c2 —z <0 thì góc A nhọn ; 

(D) Nếu bŸ + c2 — a” < 0 thì góc A vuông. 

Đường tròn tâm Ø có bán kính # = I5 em. Gọi P là một điểm cách tâm Ø một 
khoảng PO = 9 em. Dây cung đi qua P và vuông góc với PO có độ dài là : 

(A) 22cm; (B) 23 cm ; (Œ@ 24cm; (D)25 cm. 
Cho tam giác A8C có AB = 8 em, AC = I8 em và có diện tích bằng 64 em. 
Giá trị sinA là : 


d 


3 3 4 8 
lo or ®: @=; VN 


Cho hai góc nhọn ø và /Øphụ nhau. Hệ thức nào sau đây là sai 2 


(A) sin# =cos /Ø; (B) cosZ =sin Ø; 

(C) tan# = cot đ; (D) cot# =tan Ø. 

Bất đẳng thức nào dưới đây là đúng ? 

(A) sin 909 <sin150?; (B)sin 90°15' < sin 90°30' ; 
(C) cos 90930! > cos 100” ; (D) cos 150° > cos 1200. 


Cho tam giác A8C vuông tại A. Khẳng định nào sau đây là sai 2 


(A) AB.AC < BA.BC : (B) AC.CB < AC.8C : 
(C) AB.BC < CẢCB ; (D) AẺ.8C < BC.AB. 

Cho tam giác A8C' có AB = 4 em, 8C`= 7 em, €A = 9 em. Giá trị cosA là : 
2 I 2 | 
A)=i: B)—¡ Cƒ sỉ D)-. 

(A) Eï ( ln (@© E € 3S 


—2 
Cho hai điểm A = (1 ; 2) và 8 = (3 ; 4). Giá trị của 48” là: 
(A)4: (®) 42 ; ( 642; (D)8. 
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24. 


25. 


26. 


27T. 


28. 


6 


Cho hai vectơ ø = (4; 3) và b =(I ; 7). Góc giữa hai vectơ ø và b là: 
(A) 90°; (B) 60°; 
(G45; (D)30/. 


Cho hai điểm M = (I ;—2) và N = (—3 ; 4). Khoảng cách giữa hai điểm M và N là : 
(A)4; (B)6; 


() 36 ; (D) 2\3. 


Tam giác ABC' có A = (—l1 ; l); 8 =(1; 3) vàC'=(1;—l). 
Trong các cách phát biểu sau đây, hãy chọn cách phát biểu đúng. 
(A) ABC là tam giác có ba cạnh bằng nhau ; 

(B) 48C là tam giác có ba góc đều nhọn ; 

(© A8C' là tam giác cân tại 8 (có BA = 8C) ; 

(D) Að8C' là tam giác vuông cân tại A. 

Cho tam giác A8C có A = (I0; 5), 8 = (3 ; 2) và C = (6 ; =5). Khẳng định nào 
sau đây là đúng ? 

(A) ABC là tam giác đều ; 

(B) A8C' là tam giác vuông cân tại 8 ; 

(©) A8C' là tam giác vuông cân tại A ; 

(D) ABC' là tam giác có góc tù tại A. 


Tam giác ABC vuông cân tại A và nội tiếp trong đường tròn tâm Ø bán kính Ẩ. 


5 ¬..... 
Gọi r là bần kính đường tròn nội tiếp tam giác 48C. Khi đó tỉ số — bằng : 
= 


2 2 

(A) 1+2 ; (6 —— ; 

v2-1 I+2 

& h D) ——. 
GS (D—— 


Tam giác A8C có AB = 9 em, AC = 12 cm và 8C = I5 cm. Khi đó đường 
trung tuyến AM của tam giác có độ dài là : 

(A)8em; (B) I0em; 

(C©) 9cm; (D)7,5 em. 


29- 


30. 


Tam giác A8C' có BC = a, CA = b, AB = e và có diện tích ®. Nếu tăng cạnh 
ðC lên 2 lần đồng thời tăng cạnh CA lên 3 lần và giữ nguyên độ lớn của góc 
€ thì khi đó diện tích của tam giác mới được tạo nên bằng : 

(A) 2Ý; (B) 39; (C)4S; (D) 6. 


Cho tam giác DEF có DE = DF = 10 em và EF = l2 em. Gọi / là trung điểm của 
cạnh £F, Đoạn thẳng Ð/ có độ dài là : 
(A)6,S5em; (B) 7em; (C) 8em; (D)4em. 


Đgười tìm ra sao Đải Vương (Reptune) 
chỉ nhờ các phép tính về quỹ đạo các hành tĩnh 


Nhà thiên văn học U-banh Lơ-ve-ri-ê 
(Urbain ILeverrier, 1811-1877) sinh ra 
trong một gia đình công chức nhỏ tại 
vùng Noóc-măng-đi nước Pháp. Ông học 
ở tường Bách khoa và được giữ lại tiếp 
tục sự nghiệp nghiên cứu khoa học và 
giảng dạy ở đó. Ông đã say sưa thích thú 
tính toán chuyển động của các sao chổi 
và của các hành tinh, nhất là sao Thuỷ 
(Mercure). Với những thành tích nghiên 
cứu khoa học xuất sắc về thiên văn học, 
ông được nhận danh hiệu Viện sĩ Hàn 
lâm Pháp khi ông tròn 34 tuổi. 

Vào thời kì bấy giờ, các nhà thiên văn 
đang tranh luận sôi nổi về “điều bí mật" 


7 


6 


của sao Thiên Vương (Urans) vì hành tinh này không phục tùng theo những định 
luật về chuyển động của các hành tinh do Giôhan Kê-ple (Johannes Kepler, 
1671-1630) nêu ra và không theo đúng định luật vạn vật hấp dẫn của I-săc Niu-tơn 
(Isaac Newfon, 1642-1727). Điều bí ẩn là vị trí của sao Thiên Vương trên bầu trời 
không bao giờ phù hợp với những tiên đoán dựa vào các phép tính của các nhà 
thiên văn thời bấy giờ. Nhà thiên văn học trẻ tuổi Lơve-ri-ê muốn nghiên cứu tìm 
hiểu điều bí ẩn này và tự đặt câu hỏi tại sao sao Thiên Vương lại không tuân theo 
những quy luật chuyển động của các thiên thể. Một số nhà thiên văn thời bấy giờ 
đã dự đoán rằng con đường đi của sao Thiên Vương bị sức hút của sao Mộc 
(Jupier) hay sao Thổ (Saturne) quấy nhiễu. Khi đó riêng Lơ-veri-ê đã nêu lên một 
giả thuyết hết sức táo bạo, dựa vào các phép tính mà ông đã thực hiện. Ông cho 
rằng sao Thiên Vương. không ngoan ngoãn theo tiên đoán của các nhà thiên văn 
có lẽ do bị ảnh hưởng bởi một hành tinh khác chưa được biết đến ở xa Mặt Trời hơn 
sao Thiên Vương. Hành tinh này đã tác động lên sao Thiên Vương làm cho nó có 
những nhiễu loạn khó có thể quan sát được. Lơ-ve-ri-ê đã kiên nhẫn tính toán làm 
việc trong phòng suốt hai tuần liền, với biết bao công thức, nhìn vào ai cũng cảm 
thấy chóng mặt. Cuối cùng chỉ dựa vào thuần tuý các phép tính, Lơ-ve-ri-ê xác 
nhận rằng có sự hiện diện của một hành tinh chưa biết tên. Vào thời gian đó, ở 
Pháp vì đài Thiên văn Pari không đủ mạnh, nên không thể nhìn được hành tinh đó. 
Ngay sau đó, Lơve-ri-ê phải nhờ nhà thiên văn Gan (Galle) ở đài quan sát Bec-lin 
xem xét hộ. Ngày 23 tháng 9 năm 1846, Gan đã hướng kính thiên văn về khu vực 
bầu trời đã được Lơ-ve-ri-ê chỉ định và vui mừng tìm thấy một hành tinh chưa có tên 
trên danh mục. Như vậy sức mạnh của tài năng con người lại được thể hiện một 
cách xuất sắc qua việc khám phá ra hành tinh mới này. Mọi người đều thán phục, 
chúc mừng cuộc khám phá thành công tốt đẹp này và cho rằng Lơ-ve-ri-ê đã phát 
hiện ra một hành tinh mới chỉ nhờ vào đầu chiếc bút chì của mình (!). Đây là một 
bài toán rất khó, nó không giống bài toán tìm ngày, giờ, địa điểm xuất hiện nhật 
thực, nguyệt thực vì các chỉ tiết chỉ biết phỏng chừng thông qua các nhiễu loạn, do 
tác động của một vật chưa biết, người ta cần phải tìm quỹ đạo và khối lượng của 
hành tinh đó, cần xác định được khoảng cách của nó tới Mặt Trời và các hành tinh 
khác v.v... Hành tinh mới này được đặt tên là sao Hải Vương (Nepfune). Cũng vào 
thời điểm đó nhà thiên văn học người Anh là A-đam (Adam) cũng phát hiện ra hành 
tinh đó và người này không biết đến công trình của người kia. Tuy vậy, Lơve-ri-ê 
vẫn được xem là người đầu tiên phát hiện ra sao Hải Vương và sau đó ông được 
nhận học vị Giáo sư Đại học Xoóc-bon đồng thời được nhận Huy chương Bắc đẩu 
bội tinh. Năm 1853 U-banh Lơveri-ê được Hoàng đế Na-pô-lê-ông (Napoléon) Đệ 
Tam phong chức Giám đốc Đài quan sát Pa-ri. Ông mất năm 1877. Các nhà thiên 
văn học trên thế giới đã đánh giá cao phát minh quan trọng này của Lơ-ve-ri-ê. 


PHUNE PHÁP T0Ạ ĐỘ 
TRNE M T PHÃNE 


$ Phương trình đường thẳng 
- 9 Phương trình đường tròn 
$* Phương trình đường elip 


Trong chương nòy chúng †d sủ dụng phương 
phóp †oq độ để tìm hiểu về đường thẳng, 
đưởng tròn và đường elip. 


Đường thẳng Đường tròn Đường elip. 
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§1. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẮNG 


1. Vectơ chỉ phương của đường thẳng 
Á. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng A là đồ thị của hàm số y = zx 


a) Tìm tung độ của hai điểm Mạ và M nằm trên A, có hoành độ lần lượt là 2 và 6. 


b) Cho wectơ ủ= (2; 1). Hãy chứng tỏ MạM củng phương với . 


Hình 32 


¡ Định nghĩa 


l w #0 vả giá của song song hoặc trùng với A. 


Nhận xét 


Vectơ ¡được gọi là veetơ chỉ phương của đường thẳng A nến 


— Nếu ¡ là một vectơ chỉ phương của đường thẳng A thì & (k # 0) cũng là 
một vectơ chỉ phương của A. Do đó một đường thẳng có vô số vectơ 


chỉ phương. 


— Một đường thẳng hoàn toàn được xác định nếu biết một điểm và một vectơ 


chỉ phương của đường thẳng đó. 


T0 


2. Phương trình tham số của đường thẳng 
a) Định nghĩa 
Trong mặt phẳng Øxy cho đường thẳng A đi qua điểm Mạ; yạ) và nhận 


w =(w ; My) làm vectơ chỉ phương. Với mỗi điểm ÉM(x ; y) bất kì trong mặt 


phẳng, ta có MẹM =(éX~ xạ; y— yạ). Khi đồ 


MeAœ MyM cùng phương với ư © MyM= tu 


VÀ 
- 
`4 
M 
l 
M ° Œ) 
lø x 
A 
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Hệ phương trình (1) được gọi là phương trình tham số của đường thẳng A, 


trong đó í là 0ham số. 
Cho / một giá trị cụ thể thì ta xác định được một điểm trên đường thẳng A. 


Á; Hãy tìm một điểm có toạ độ xác định và một vectơ chỉ phương của đường thẳng có 
phương trình tham số 
x=5-®f 
y=2+8t. 


b) Liên hệ giữa vectơ chỉ phương và hệ số góc của dường thẳng 
Cho đường thẳng A có phương trình tham số 

[* =ăn + 

lŠ = 3 + L. 


Nếu ¡ # 0 thì từ phương trình tham số của A ta có 


ÿ=ï, =ữÚ, 


TỊ 


Hy 
SUY TA ÿ— Yạ= ~“(x—3xụ). 
1 


Hạ 
Đặt k= —— ta được y— 


" 


=k(Y~ 1a). 


l 


ư v 
21. 


xỶ 


kì 
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Gọi A là giao điểm của A với trục hoành, Ay là tia thuộc A ở về nửa mặt 


phẳng toạ độ phía trên (chứa tia Oy). Đặt # = xây, ta thấy & = tanø. Số k 
chính là #ệ số góc của đường thẳng A mà ta đã biết ở lớp 9. 


Như vậy nếu đường thẳng A có vectơ chỉ phương ứ = (" z1, ) VỚI M# 0 thì 


" 
A có hệ số góc k = —*. 


" 


Á, Tính hệ số góc của đường thẳng d có vectơ chỉ phương là u = (~1: V3). 


ấ Ví dụ. Viết phương trình tham số của đường thẳng ở đi qua hai điểm A(2: 3) 


và B(3 ; I1). Tính hệ số góc của dđ. 
GIẢI 


Vì đ đi qua A và 8 nên đ có vectơ chỉ phương AB = q;-2 


% va „J#=2+t 
Phương trình tham số của ¿ là 
y=3-2t. 


2 


" 
Hệ số góc của dđ là k = —*© =-2. 
" 

I 


Á. 


Lá 


Vectơ phớp tuyến của đường thẳng 


=-B+2† = 
xã và vectơ n = (3 ; -2). Hãy 


Cho đường thẳng A có phương trình | 


chứng tỏ n vuông góc với vectơ chỉ phương của A. 


¡¡ Định nghĩa 


Vectơ n được gọi là vectơ pháp tuyến của đường thẳng A nếu 


n#0 và n vuông góc với vectơ chỉ phương của A. 


Nhận xét 
~ Nếu n là một vectơ pháp tuyến của đường thẳng A thì kn (k# 0) cũng 


là một vectơ pháp tuyến của A. Do đó một đường thẳng có vô số vectơ 
pháp tuyến. 


— Một đường thẳng hoàn toàn được xác định nếu biết một điểm và một vectơ 
pháp tuyến của nó. 


Phương trình tổng quót của đường thẳng 


"Trong mặt phẳng toạ độ Øxy cho đường v 
thẳng A đi qua điểm Mạ: yạ) và nhận 


n(a; b) làm veetơ pháp tu yến 


Với mỗi điểm Ä⁄(y ; y) bất kì thuộc mặt 


phẳng, ta cố : MạM =(XY—xg; y~ Đụ). 


Khi đồ: MQx; y)  A© m.L MạM 


Hình 3.5 


© á(Y~ xạ) + B(y— yạ) =0 
© aY+ hy +(Tax¿~ byạ) =0 
©av+by+c=0 

VỚI € =—@\ T— by, 


Mức 


a) Định nghĩa 


¡Phương trình av + by +c = 0 với a và b không đồng thời bằng 0, 
¡. được gọi là phương trình tổng quát của đường thẳng. 


Nhận xét. Nếu đường thẳng A có phương trình là ax + by + c = 0 thì A có 


vectơ pháp tuyến là  = (z; Đ) và có vectơ chỉ phương là ' = (—; đ). 


Á; Hãy chứng minh nhận xét trên. 


b) Ví dụ. Lập phương trình tổng quát của đường thẳng A đi qua hai điểm 
A(2; 2) và 8(4; 3). 
GIẢI 
Đường thẳng A đi qua hai điểm 4A, 8 nên có vectơ chỉ phương là AB = (2; 1). 
Từ đó suy ra A có vectơ pháp tuyến là P =(-L; 2). Vậy đường thẳng A có 
phương trình tổng quát là : 

(-1).(w+- 2)+2(y-2)=0 


hay x-2y+2=0. 


Á¿ Hãy tìm toạ độ của vectơ chỉ phương của đường thẳng có phương trình : 
3x+ 4y+5 =0. 


€) Các trường họp đặc biệt 

Cho đường thẳng A có phương trình 
tổng quát zv+by+e=0 (l) 
s Nếu z= 0 phương trình (1) trở thành 


by+c=0hay y= .êu, 
b 


Khi đó đường thắng A vuông góc với 


trục Óy tại điểm Í ẳ ¬ (h.43.6). 
b 


Hình 36 
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se Nếu b =0 phương trình ( L) trở thành ax + e = 0 hay x = = 
a 
Khi đó đường thẳng A vuông góc với trục ÓØx 


a 


tại điểm (-$ ; °) (h3.7). 


Hình 37 
e Nếu c =0 phương trình (1) trở thành zx + by = 0. 


Khi đó đường thẳng A đi qua gốc toạ độ Ø (h.3.8). y 


Hình 3.8 


se Nếu a, b, e đều khác 0 ta có thể đưa phương trình (1) về dạng 


Hình 39 


Phương trình (2) được gọi là phương trình đường thẳng theo đoạn chắn, 
đường thẳng này cất Øv và Øy lần lượt tại M(4; ; 0) và W(0 : bạ) (h.3.9). 


K&Í 


ÂÁ; Trong mặt phẳng Oxy, hãy vẽ các đường thẳng có phương trình sau đây : 
dị:x-2y=0; 
dq:x=2; 


5. __ VỊ trí tương đối của hơi đường thẳng 
Xét hai đường thẳng A, và A, có phương trình tổng quát lần lượt là 
ax+biy+ci=0_ và aw+b¿y+c;=0, 
'Toạ độ giao điểm của A, và A; là nghiệm của hệ phương trình : 


J3 =0 


lị 
dyX+b y+C; =0. li 


“Ta có các trường hợp sau : 

a) Hệ (I) có một nghiệm ( App )„ khi đó A, cất Á„ tại điểm MgẹGq:3X,): 

b) Hệ (1) có vô số nghiệm, khi đó A, trùng với As. 

e) Hệ (1) vô nghiệm, khi đó A, và A„ không có điểm chung, hay A, song 


song với À„ 


Km Ví dụ. Cho đường thẳng đ có phương trình x — y + I =0, xét vị trí tương đối 
của đ với mỗi đường thẳng sau : 


Ai,:2r+y-4=0; 
A;:iz=y-1=0; 


2vy-2y+2=0. 


T6 


GIẢI 
a) Xét d' và A,, hệ phương trình 


x-y+1=0 
2x+y-4=0 


có nghiệm (l ; 2). 


Vậy đcắt A, tại M(I ; 2) (h.3.10). 


b) Xét ở và A;, hệ phương trình 
[x=y+1=0 z : 
ề vô nghiệm. 
\x —y-1=0 


Vậy đ/f A;(h3.11). 


c) Xét d' và A;, hệ phương trình 


ng đq) 


2x-2y+2=0 (2) 


có vô số nghiệm (vì các hệ số 
của (1) và (2) tỉ lệ). 


Vậy d=A, (h.3.12). 


Hình 3.12 


Â;, Xét vị trí tương đối của đường thẳng A : x— 2y + 1 = 0 với mỗi đường thẳng sau : 
dị:-3x+6y—3=0; 
d;:y=—2X; 
d,:2x + 5 =4y. 


V⁄ j 


é. 


Gốc giữa hai đường thẳng 


Âs; Cho hình chữ nhật ABCD có tâm 7 và các cạnh AB = 1, AD = A3. Tính số đo các 


TS 


góc AID và D/E. 
A D 


Lỷn, 
LẺ ÔNG 


B e 
Hình 3.13 

Hai đường thẳng ArvàA; cắt nhau tạo thành bốn góc. Nếu Ai không vuông góc 
với A, thì góc nhọn trong số bốn góc đó được gọi là góc giữa hai đường thẳng 
A, và A;. Nếu A, vuông góc với A, thì ta nói góc giữa A, và A; bảng 90°. 
Trường hợp A, và Á; song song hoặc trùng nhau thì ta quy ước góc giữa A, và 
A; bằng 0°. Như vậy góc giữa hai đường thẳng luôn bé hơn hoặc bằng 907. 
Góc giữa hai đường thẳng A, và A, được kí hiệu là rW A.) hoặc (A,, A,). 
Cho hai đường thẳng 

Ai:apx+biy+c,=0, 

Az: đyY + b„y + cạ =Ô. 
Đặt @= (. A,] thì ta thấy øbằng hoặc bù với gốc giữa m Mi " trong đố 


VN lần lượt là veetz pháp tuyến của A, và A„. Vì eosø > Ö nên ta suy ra 


cos@= 


cos|n "} 


Vậy 


Hình 3.14 


tŒ Chúý 
SÀ, LÀ, © m 1n, €aia,+bịb; =0. 


s Nếu A; và A; có phương trình y = k¡x +, và y= kyv +7n; thì 


7... Công thức tính khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng 
| Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng A có phương trình 
¡ ax+by+c=0 và điển Mẹ (1g : vụ). Khoảng cách từ điểm 
Mẹ đến đường thẳng A, kí hiệu là d(Mạ, À), được tính bởi 
công thức 


| 1g + bYọ +c| 


CHÚNG MINH 


Phương trình tham số của đường thẳng m đi 
qua Mg(%ạ; 3q) và vuông góc với đường 


| TH. 
#„=.)# tb 


trong đó n(a ¡ b) là vectơ pháp tuyến của A. 


thẳng A là : 


Hình 3.15 


Giao điểm Z7 của đường thẳng / và A ứng với giá trị của tham số là nghiệm 


Đà, của phương trình : 


a(xg +f4)+Ð(yy +tb)+c=0., 


đxa ty +€ 
Ta có tieu 
a+b 


Vậy đểm = (Xg +4: Yạ +ryb) ậ 


TQ 


"Từ đó suy ra đ( Mỹ ,A)= Mại = (X„ —xJŸ +3 “% âm 


[ D te |*¿ +hy +4 
= a b >2. —— `. 
H Imeoi 
a+bh 


Áo Tính khoảng cách từ các điểm M(_2 ; 1) và O(0 ; 0) đến đường thẳng A có phương 
trình 3x— 2y— 1=0. 


Côu hỏi vò bời tập 
1. Lập phương trình tham số của đường, thẳng đ trong mỗi trường hợp sau : 
a) đ đi qua điểm M2 ; L) và có vectơ chỉ phương w = (3 ; 4); 
b) Z đi qua điểm M(—2 ; 3) và có vectơ pháp tuyến là m„ = (5; 1). 
2. Lập phương trình tổng quát của đường thẳng A trong mỗi trường hợp sau : 
a) A đi qua M(-5Š ; -8) và có hệ số góc k =—3; 
b) A đi qua hai điểm A(2; 1) và B(-4; 5). 
3. Cho tam giác AØC, biết A(I ; 4), 8(3 ;—L) và C(6 ; 2). 
a) Lập phương trình tổng quát của các đường thẳng AØ, 8C và CA ; 
b) Lập phương trình tổng quát của đường cao A# và trung tuyến AM. 
4. Viết phương trình tổng quát của đường thẳng đi qua điểm M(4 ; 0) và 
điểm W(0 ;—l). 


5. Xét vị trí tương đối của các cập đường thẳng dị và đ›s sau đây : 


a) dj:4v— 10y+l=0 và dạ:x+y+2=0;, 
` x=5+f 

b) đ¡: 12v- 6y+I0=0 và đa: 

~ Jy=3+21; 

Íx=-6+5t 

©) dị :8x+10y— I2=0 và áo: - 

sỉ Ìy=6-% 

Íx=2+2t 


, ,[w 
6. _ Cho đường thắng d có phương trình tham số \ " 
y=3+t, 


Tìm điểm M thuộc đ và cách điểm A(0 ; 1) một khoảng bằng 5. 


F10) 


1. 


"Tìm số đo của góc giữa hai đường thẳng 4, và d, lần lượt có phương trình 


đị:4v—=2y+6=0 và d; :x-3y+ =0. 


Tìm khoảng cách từ một điểm đến đường thẳng trong các trường hợp sau : 


a) A3; 5), A:4x+3y+l=0; 
b) 68(1 ;~2), d: 3y — 4y— 26=0; 
©)€q ;2), m:3x+4y— lÌ= 


Tìm bán kính của đường tròn tâm C(—2 ; -2) tiếp xúc với đường thắng 
A: 5+ I2y- I0=0. 


§2. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN 


Phương trình đường trồn có tâm và bón kính cho trước 


Hình 3.16 


“Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) tâm 7 (z ; b), bán kính # (h.3.16). 


Ta có 


M(x;y)c(CQ 6€ 1M=R 


K& 4(x=a)°+(y—b) =R 


©Œ6-a)+(@-b}=R?. 


SỊ 


0% 


Á. 


Á. 


Phương trình (x— ø)” + (y— b)” = RŸ được gọi là phương trình đường tròn 
tâm l(a; b) bán kính R. 


Chẳng hạn, phương trình đường tròn tâm /(2 ;~3) bán kính # = 5 là : 
(-2}+(w+3) =25 
Chú ý. Phương trình đường trồn có tâm là gốc toạ độ Ø và cố bán kính # là : 


x2+y?= #. 


Cho hai điểm A(3 ;—4) và B(-3 ; 4). 
Viết phương trình đường tròn (Œ) nhận AB làm đường kính. 


Nhộn xét 
Phương trình đường tròn (v— 22+ (y— b)” = R có thể được viết dưới dạng 
x”+ y — 2axT— 2by+c=0, trong đó c = a?+bˆ- £. 


Ngược lại, phương trình x2+ ba — 2ayv — 2by + c = 0 là phương trình của 
đường tròn (C) khi và chỉ khi a2+b?—c>0. Khi đó đường tròn (C) có tâm 


lí ; b) và bán kính R= ÄaŸ +bỂ —c.. 


Hãy cho biết phương trình nào trong các phương trình sau đây là phương trình 
đường tròn : 


2x2+y ~8x+2y—1=0; 
X⁄+Jˆ2+2x—4y~4=0 

x2+Jˆ~2x—6y+20 =0; 
X#+yˆ+6x+ 2y + 10 = 0. 


Phương trình tiếp tuyến của đường tròn 


Mẹ 


Hình 317 


Cho điểm Mẹ(*,; yạ) nằm trên đường tròn (C) tâm /{¿ ; b). Gọi A là tiếp 
tuyến với (C) tại Mẹ. 
Ta có Mạ thuộc A và vectơ 1M, =(ạ~ đ; yạ— b) là vectơ pháp tuyến của A. 


Do đó Á có phương trình là ; 


Phương trình (2) là phương trình tiếp tuyến của đường trồn (x— ø)” + (y— b)”= RẺ 
tại điểm Mạ nằm trên đường tròn. 
ấ Ví dụ. Viết phương trình tiếp tuyến tại điểm Ä⁄(3 ; 4) thuộc đường tròn 
(Œ:œ- ĐÊ+Œœ- 2= 8. 
GIẢI 
(€) có tâm /(I ; 2), vậy phương trình tiếp tuyến với (C) tại M(3 ; 4) là : 
(3~ 1) 3)+(#- 2)/@w~ 4) =0 
© 2tt+2y-l4=0 


© x+ty-7=O. 


Câu hỏi vỏ bời tập 


1. Tìm tâm và bán kính của các đường tròn sau : 
a)x”+yÌ— 2v— 2y— 2=0; 
b) l6x” + lóy” + lúy—8y— II =0; 
c2 +yể-4v+ 6y—3=0. 


2. Lập phương trình đường tròn ( ) trong các trường hợp sau : 
a) (9) có tâm /(—2 ; 3) và đi qua M(2 : =3) : 
b) (#) có tâm f(—I ; 2) và tiếp xúc với đường, thẳng x— 2y+7=0; 


e) () có đường kính AB với A = (I ; l) và 8 =(7; 5). 


FKÌ 


s4 


Lập phương trình đường tròn đi qua ba điểm 
a)AQq ;2), B(5 ;2), C{ ;—3) ; 
b) M2; 4), ÁÑ(5; 5), P@ ; —2). 


Lập phương trình đường tròn tiếp xúc với hai trục toạ độ Øv, Øy và đi qua 
điểm M(2; l). 


Lập phương trình của đường tròn tiếp xúc với các trục toa độ và có tâm ở trên 
đường thẳng 4v — 2y — 8 =0. 
Cho đường tròn (Ÿ) có phương trình 
xXÃ+ y —4v+ 8y—S5 =0. 
a) Tìm toạ độ tâm và bán kính của (€) ; 
b) Viết phương trình tiếp tuyến với (#7) đi qua điểm A(-—I ; 0) ; 
e) Viết phương trình tiếp tuyến với (7) vuông góc với đường thẳng 
3v —4y+5 =0. 


§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG ELIP 


Định nghĩa đường elip 


b) 


8) 


Hình 3.18 


Â, Quan sát mặt nước trong cốc nước cầm nghiêng (h.3.18a). Hãy cho biết đường được 
đánh dấu bởi mũi tên có phải là đường tròn hay không ? 


Â, Hãy cho biết bóng của một đường tròn trên một mặt phẳng (h.3.18b) có phải là một 
đường tròn hay không ? 


Đóng hai chiếc đỉnh cố định tại hai điểm f¡ và F, (h.3.19). Lấy một vòng 
dây kín không đàn hồi cố độ dài lớn hơn 2RF . Quàng vòng dây đó qua hai 


chiếc đỉnh và kéo căng tại một điểm ẤM nào đó. Đặt đầu bút chì tại điểm M 
rồi di chuyển sao cho dây luôn căng. Đầu bút chỉ vạch nên một đường mà ta 
gọi là đường elip. 


Hình 3.19 


¡. Định nghĩa 


¡ Cho hai điểm cố định Fị, Fx và một độ dài không đổi 2a lớn 
¡ hơn FịF; . Elip là tập hợp các điểm M trong mặt phẳng sao cho 


R.M+FM=2a. 


¡ Các điểm R và Fx gọi là các tiêu điểm của clip. Độ dài 


RE =2c gọi là tiêu cự của clip. 


$5 


2. Phương trình chính tắc của elip 


Hình 320 


Cho elip (E) có các tiêu điểm hị và P. Điểm ẢM thuộc clip khi và chỉ khi 
hM+ F;M = 2a. Chọn hệ trục toa độ Øxy sao cho j =(Cc;0) và F„ =(c; 0). 


Khi đó người ta chứng minh được : 


li8 


M(x; y) € (E) ©® >=l () 


trong đố bˆ=a -c” 


Phương trình (I) gọi là phương trình chính tắc của elip. 


Á, Trong phương trình (1) hãy giải thích vì sao ta luôn đặt được b” = z” - c7. 


3. Hình dạng của elip 
Xét elip (E) có phương trình (1) : 


a) Nếu điểm Mẹ ; y) thuộc (E) thì 
các điểm M(—x; y), M;(x; —y) và 


M,C+x ¡ —y) cũng thuộc (E) (h.3.21). 


Vậy (E) có các trục đối xứng là Øv, ÓØy 
và có tâm đối xứng là gốc Ó. 


Hình 3.21 
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fEÏ vị dụ. Bi (0: 


Á. 
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b) Thay y= 0 vào (1) ta có x = +a, suy ra (E) cắt Óv tại hai điểm Ả, (Ta; 0) 
và A, (z ; 0). Tương tự thay v = 0 vào (1) ta được y= +b, vậy (E) cất Óy tại hai 
điểm 5 (0;—b) và 8 (0; b). 


Các điểm Ai A;, B,và By gọi là các đỉnh của elip. 
Đoạn thắng Ai; gọi là rục lớn, đoạn thẳng B.B, gọi là trục nhỏ của elip. 


2 2 


= = l có các đỉnh là Ai(3; 0), As(3; 0), (0; — L), 
B,(0 ; l) và A4; = 6 là trục lớn còn B.P, =2 là trục nhỏ. 


Hãy xác định toạ độ các tiêu điểm và vẽ hình elip trong ví dụ trên. 


Liên hệ giữa đường trồn và đường elip 

a) Từ hệ thức Ù = a?— cŸ ta thấy nếu tiêu cự của clip càng nhỏ thì b càng 
gần bằng ø, tức là trục nhỏ của elip càng gần bằng trục lớn. Lúc đó elip có 
dạng gần như đường tròn. 


b) Trong mặt phẳng Øxy cho đường trồn (#2 ) có phương trình 


2.2 2 
#+ÿ =ử. 

Với mỗi điểm M(x ; y) thuộc đường trồn ta xét điểm Ä'(x' ; y') sao cho 
x'=x 

b_ (Với0<b<a)(h3.22) 


y 
ạ 


ỳ = 


thì tập hợp các điểm ÉM' có toạ độ 
thoả mãn phương trình 


——+T~=I là một elip (). 
PP. B 


~xỳ 


Khi đó ta nói đường tròn (2 được 
co thành elip (E). 
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Câu hỏi vỏ bời tập 


Xác định độ dài các trục, toạ độ các tiêu điểm, toạ độ các đỉnh của các elip có 
phương trình sau : 


©) 4x?+9y2=36, 


Lập phương trình chính tắc của elip, biết 
a) Độ dài trục lớn và trục nhỏ lần lượt là 8 và 6 ; 


b) Độ dài trục lốn bằng I0 và tiêu cự bằng 6. 
Lập phương trình chính tắc của elip trong các trường hợp sau : 
; 12 
a) Elip đi qua các điểm M(O0 ; 3) và M| 3;——| ; 
: ¬"...:= 
b) Elip có một tiêu điểm là #J c5 :0) và điểm ch ) năm trên elip. 


Để cất một bảng hiệu quảng cáo hình elip có trục lớn là 80 em và trục nhỏ là 
40 em từ một tấm ván ép hình chữ nhật có kích thước 80 em x 40 em, người 
ta vẽ hình elip đó lên tấm ván ép như hình 3.19. Hỏi phải ghim hai cái đỉnh 
cách các mép tấm ván ép bao nhiêu và lấy vòng dây có độ dài là bao nhiêu ? 


Cho hai đường tròn %(ñ ¡ 8) và 4(P ¡ ®a). %4 nằm trong %4 và 
F¡ # F;. Đường tròn ⁄4 thay đổi luôn tiếp xúc ngoài với 4 và tiếp Xúc trong 


với %4 . Hãy chứng tỏ rằng tâm Ä của đường tròn #4¡ động trên một elip. 


Ba đường cônic 
và quỹ đạo của tàu vũ Irụ 


Elip Parabol Hypebol 


Hình 323 


. Khi cắt một mặt nón tròn xoay bởi một mặt phẳng không đi qua đỉnh và không 
vuông góc với trục của mặt nón, người ta nhận thấy ngoài đường elip ra, có thể 
còn hai loại đường khác nữa là parabol và hypebol (h.3.23). Các đường nói trên 
thường được gọi là ba đường cônïc (do gốc tiếng Hi Lạp Konos nghĩa là mặt nón). 


1 


2. Dưới đây là vài ví dụ về hình ảnh của ba đường cônic trong đời sống hằng ngày : 


— Bóng của một quả bóng đá trên mặt sân thường có hình elip (h.3.24). 


Hình 3.24 
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~ Tia nước từ vòi phun ở công viên thường là đường parabol (h.3.25). 


Hình 325 


~ Bóng của đèn ngủ in trên tường có thể là đường hypebol (h.3.26). 


Hình 3.26 


3. Tàu vũ trụ được phóng lên từ Trái Đất luôn bay theo những quỹ đạo, quỹ đạo 
này thường là đường tròn, elip, parabol hoặc hypebol. Hình dạng của quỹ đạo 
phụ thuộc vào vận tốc của tàu vũ trụ (h.3.27). Ta có bảng tương ứng giữa tốc độ 
và quỹ đạo như sau. 


Tốc độ V„_ của tàu vũ trụ Hình dạng quỹ đạo tàu vũ trụ 
7,9 km/s đường tròn 

7,9 kmís < Vạ < 11,2 km/s elip 

11,2 km/s Một phần của parabol 

V; > 11,2km/s Một phần của hypebol 


Ngoài ra người ta còn tính được các tốc độ vũ trụ tổng quát, nghĩa là tốc độ của các 
thiên thể chuyển động đối với các thiên thể khác dưới tác dụng của lực hấp dẫn 
tương hỗ. Ví dụ để phóng một tàu vũ trụ thoát li được Mặt Trăng trở về Trái Đất thì 
cần tạo cho tàu một tốc độ ban đầu là 2,38 km/s. 


Hypebol 
(W> 11,2 km/s) 


Parabol 
({Vạ= 11,8 km/8) 


Đường tròn 
(M~7,9 km/s) 


Elip 
(7,8 km/s < Vạ< 11,2 km/s} 


Hình 3.27 


9Ị 


Giô-han ê-ple và quy luật 
chuyển động của các hành tinh 


Một hành tỉnh 


M 


Hình 3.28 
Giô-han Kêple (Johannes Keplor, 1671 - 1830) là nhà thiên văn người Đức. Ông là 
một trong những người đã đặt nền móng cho khoa học tự nhiên. Kê-ple sinh ra ở 
Vu-tem-be (Wurtemberg) trong một gia đình nghèo, 15 tuổi theo học trường dòng. 
Năm 1593 ông tốt nghiệp Học viện Thiên văn và Toán học vào loại xuất sắc và trở 
thành giáo sư trung học. Năm 1600 ông đến Pra-ha và cùng làm việc với nhà thiên 
văn nổi tiếng Ti-cô Bra. 
Kê-ple nổi tiếng nhờ phát minh ra các định luật chuyển động của các hành tỉnh: 
1. Các hành tinh chuyển động quanh Mặt Trời theo các quỹ đạo là các đường elip 
mà Mặt Trời là một tiêu điểm. 
2. Đoạn thẳng nối từ Mặt Trời đến hành tinh quét được những diện tích bằng nhau 
trong những khoảng thời gian bằng nhau. Chẳng hạn nếu xem Mặt Trời là tiêu điểm 
F và nếu trong cùng một khoảng thời gian í, một hành tỉnh di chuyển từ Mị đến Mạ 
hoặc từ M; đến M; thì diện tích hai hình FM,M, và FM;M; bằng nhau (h.3.28). 


3. Nếu gọi T¡, Ta lần lượt là thời gian để hai hành tỉnh bất kì bay hết một vòng 


quanh Mặt Trời và gọi aq, aa lần lượt là độ dài nửa trục lớn của elip quỹ đạo của 
hai hành tinh trên thì ta luôn có 


2 2 
LhÊ 0á 
$  ,8"” 
#8; 


Các định luật nói trên ngày nay trong thiên văn gọi là ba định luật Kê-ple. 


ÔN TẬP CHƯƠNG II 


I. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

Cho hình chữ nhật A8CD. Biết các đỉnh A(5 ; 1), C(0 ; 6) và phương trình 
CD: x+ 2y ~12 =0. Tìm phương trình các đường thẳng chứa các cạnh còn lại. 
Cho A(I ; 2), 83 ; I) và C(+ ; -2). Tìm tập hợp các điểm Ä⁄ sao cho 
MA? + MB? = MC. 

Tìm tập hợp các điểm cách đều hai đường thắng 

Ai:r5x+3y-3=0 và Az:5v+3y+7=0. 

Cho đường thẳng A: x- y+ 2= 0 và hai điểm 0(0; 0), A(2 ; 0). 

a) Tìm điểm đối xứng của Ø qua A ; 

b) Tìm điểm M trên A sao cho độ dài đường gấp khúc Ø/⁄A ngắn nhất. 

Cho ba điểm A(4;3), (2; 7) và C(-3 ; =8). 

a) Tìm toạ độ của trọng tâm Œ và trực tâm #ƒ của tam giác ABC; 


b) Gọi 7 là tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác A8C. Chứng minh 7, Œ và 
H thắng hàng ; 


e) Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác A8C. 

Lập phương trình hai đường phân giác của các góc tạo bởi hai đường thắng 
3x-4y+l2=0 và lI2v+5y—-7=0. 

Cho đường tròn (  ) có tâm /(1 ; 2) và bán kính bằng 3. Chứng minh rằng tập 
hợp các điểm M mà từ đó ta vẽ được hai tiếp tuyến với (2) tạo với nhau một 
góc 60” là một đường tròn. Hãy viết phương trình đường tròn đó. 

Tìm góc giữa hai đường thẳng Ái và A2 trong các trường hợp sau : 

a) Ai:2v+y-4=0 và Aa2:5w-2y+3=0; 


1 3 
b) Ai:y=-2v+4 và A3: y=—x+-. 
= Đ 2 


Cho elip () : 


l6 9 
Tìm toạ độ các đỉnh, các tiêu điểm và vẽ elip đó. 


93 


10. 


“Ta biết rằng Mặt Trăng chuyển động quanh Trái Đất theo một quỹ đạo là một 
elip mà Trái Đất là một tiêu điểm. Elip đó có chiều dài trục lớn và trục nhỏ 
lần lượt là 769 266 km và 768 106 km. Tính khoảng cách ngắn nhất và 
khoảng cách dài nhất từ Trái Đất đến Mặt Trăng, biết rằng các khoảng cách 
đó đạt được khi Trái Đất và Mặt Trăng nằm trên trục lớn của elip. 


II. CÂU HỎI TRÁC NGHIỆM 

Cho tam giác ABC' có toa độ các đỉnh là A(I ; 2), 8(3; 1) và C@ ; 4). Phương 
trình nào sau đây là phương trình đường cao của tam giác vẽ từ A ? 
(A)2r+3y-8§=0; (B)3x-2y-5=0; 

(©) 5v- 6y+7=0; (D)3x- 2y+ 5 =0. 


Cho tam giác A8C với các đỉnh là A(—I ; 1), 8; 7) và C( ; —2), M là trung 
điểm của đoạn thẳng A#. Phương trình tham số của trung tuyến €'Ä là : 


®) x=3+/ 
y=-2-4t; 
x=3+3/ 
(@D) 
y=-2+4át. 


› wx=5+í 
Cho phương trình tham số của đường thắng đ : | 9.-2ï 
y=-09~2/. 
“Trong các phương trình sau, phương trình nào là phương trình tổng quát của (đ) ? 
(A)2r+y—-I=0; (B)2r+3y+l=0; 
(Œx+2y+2=0; (D)x+2y=2=0. 


Đường thẳng đi qua điểm M⁄(1; 0) và song song với đường thẳng 
đ: 4y +2y+ I =0 có phương trình tổng quát là : 


(A)4v+2y+3=0; (B)2v+y+4=0; 
(Œ)2r+y—=2=0; (D)x—2y+3=0. 
Cho đường thẳng đ có phương trình tổng quát : 3v + 5y + 2006 = 0. Tìm mệnh 
đề sai trong các mệnh đề sau : 
(A) (đ) có vectơ pháp tuyến 7# = (3; 5) ; 
(B) (đ) có vectơ chỉ phương đ= (5; 3): 
ở 5 
(©) (ở) có hệ số góc k = n h 


(Ð) (2) song song với đường thẳng 3x + 5y = 0. 
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1I 


12 


Bán kính của đường tròn tâm /(0 ; —2) và tiếp xúc với đường thẳng 
A:3v—4y—23 =0 là : 


(A) 15; (B)5; Cễ: (D)3. 


Cho hai đường thẳng đdị:2y+y+4—m =0 và 

đd:m+3)x + y— 2m— =0. 
đ song song với d› khi: 
(A)m=1l; (B)mm=—l ; (G@m =2; (D)m =3. 
Cho (đ): x+ 2y +4= 0và (4): 2v—y+6=0. Số đo của góc giữa hai đường 
thẳng đ và đ là: 
(A) 30°; (B) 60°; (C)45°; (D)90° 
Cho hai đường thẳng A, :x+y+5=0 vàA,:y=—10. Góc giữa A, và A, là: 
(A) 45°; (B)30°; (C) 8895752"; (D) I°138", 
Khoảng cách từ điểm M(O ; 3) đến đường thẳng 
A: xcosở + ysinz + 3(2 — sin2) = 0 là : 


(A) 4; (B)6; (C) 3sinz ; (D) .". 
SI1# +co0S # 


Phương trình nào sau đây là phương trình đường tròn ? 
(A)+ + 2y—4a —=8y+1=0; (B) 4+ y- 10x—=6y—=2=0; 
(Œ@32+yŠ—2x—8y+ 20 =0; (D)x?+yŸ—4x+6y— 12=0. 


Cho đường tròn (C) : x”+ w +2v+4y— 20 = 0. 

"Tìm mệnh đề sai trong các mệnh để sau : 

(A) (€) cố tâm /(I ; 2); (B) (C) có bán kính ® =5 ; 

() (C) đi qua điểm M(2 ; 2) ; (Ð) (C) không đi qua điểm A(I ; 1). 


Phương trình tiếp tuyến tại điểm M(3 ; 4) với đường tròn 
(C):1x2+ y—2yT—4y—3 =0 là : 

(A)x+y—7=0; (B)x+y+7=0; 
(Jx-y—7=0; (D)x+y—3=0. 
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14. 


15. 


16. 


11. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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Cho đường tròn (C) : X+ y —4v—2y = 0 và đường thẳng A : x+2y+ I =0. 
“Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau : 

(A) A đi qua tâm của (C) ; () A cất (C) tại hai điểm ; 

() A tiếp xúc với (C) ; (D) A không có điểm chung với (C). 


Đường tròn (C) : xŸ + yÝ—x + y— I = 0 có tâm 7 và bán kính # là : 


IÊN VI %6 
(A)#C1;1)#=1: Ø/(C:-3], 8=; 
"`... : ˆ 
S1 in MMỢ/80508 


Với giá trị nào của thì phương trình sau đây là phương trình của đường tròn 
+ y —2(m +2)x + 4my + [9m —6 = 03 

(A)l<m<2; (B)—-2<m<1; 

(©) m < | hoặc rm > 2 ; (D)m < —2 hoặc m > l. 


Đường thẳng A : 4v + 3y + m = 0 tiếp xúc với đường tròn (C) : x”+ y = Ikhi: 


(A)m=3; (B)m=5; (O)m=1; (D)m: =0. 
Cho hai điểm A(I ; 1) và 8(7 ; 5). Phương trình đường tròn đường kính A# là : 
(A)32+y2+8§v+6y+ L2/=0% (B) x2+yŸ—§v—6y+ 12Z0‡ 
(C3A2+y°—8xT—6y— 12=0; (D)3? + y'+8x + 6y— I2=0. 
Đường tròn đi qua ba điểm A(0 ; 2), 8(~2 ; 0) và CŒ ; 0) có phương trình là : 
(A) a2+y =8; (B)a2+y +2x+4=0; 
(Œ@a2+y°—2v—8= 0; (D)4?+y°—4=0. 


Cho điểm M(0 ; 4) và đường tròn (C) có phương trình 7+ y —8x— 6y+ 2l =0. 
Tìm phát biểu đúng trong các phát biểu sau : 


(A) M nằm ngoài (C) ; (B) M nằm trên (C) ; 
(C) M nằm trong (C) ; (D) M trùng với tâm của (C) 
.- 


b8 
Cho elip (É): — 
là 25 9 


() () có các tiêu điểm HhC4;:0)và f2(4;:0); 


= l và cho các mệnh đề : 


(ID @) có tỉ số — 
Là 


2. 


14. 


25. 


26. 


1) () có đỉnh A (=5 ; 0) ; (IV) Œ) có độ dài trục nhỏ bằng 3 
"Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau : 

(A) Ø) và I) ; (B) đD và II) ; 

(©) @) và (II) ; (Ð) (V) và (). 


Phương trình chính tắc của elip cố hai đỉnh là (—3 ; 0), (3 ; 0) và hai tiêu điểm 
là(—l;0), (1 ;O) là: 


. Cho elip(E): + 4y = l và cho các mệnh đề : 


@) (#) có trục lớn bằng l ; đĐ) (E) có trục nhỏ bằng 4 ; 
đI) (E) có tiêu điểm #ì ío Ẵ $) ì V) Œ) có tiêu cự bằng +“. 
2 
Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau : 
(A)@); (B) Œ) và 4V) ; (©)(Ð và ID); ®)0V). 
8; cởi 


b3 y 
2 


g" ‹ÿˆ 


Dây cung của elip (E) : =l1(0< b< 4a) vuông góc với trục lớn tại 


tiêu điểm có độ dài là : 
2c2 2b2 2a? š 


(A)—; (B) T—; (@——: œ)—. 
q C C 


š ›..„È.—_ L2  . 5 
Một elip có trục lớn băng 26, tỉ số *= lể - Trục nhỏ của elip bằng bao nhiêu 2 
a 


(A)5; (B) 10; (©) 12; (D)24. 


Cho elip (E) : +Ý+ 9y? = 36. Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau : 


(A) (E) có trục lớn bằng 6; (B) (E) cố trục nhỏ bằng 4: 
š x.. 5 
() Œ) có tiêu cự bằng ^/5 ; (Ð) (E) có tỉ số — = Aã 
a É 
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27T. 


28. 


29. 


9s 


Cho đường tròn (C) tâm Tủ) bán kính 2z và 

một điểm HỘ ở bên trong của (C). 

Tập hợp tâm Mí của các đường tròn (C*) 

thay đổi nhưng luôn đi qua F, và tiếp xúc (@ 

với (C) (h.3.29) là đường nào sau đây ? 

(A) Đường thắng Ệ (B) Đường tròn ; 

() Elip ; (D) Parabol. NHAN 


Khi cho r thay đổi, điểm ÉM (5cosr ; 4sin/) di động trên đường nào sau đây ? 
(A) Elip ; (B) Đường thẳng : 
(C) Parabol ; (D) Đường tròn. 


Cho elip (E) : =1 (0< b<a). Gọi Phụ F, là hai tiêu điểm và cho điểm 


2 b2 
a 
M(0 ; —b). Giá trị nào sau đây bằng giá trị của biểu thức ME,.MF,- OM?? 
(A) c?; (B) 24Ÿ ; (C) 2Ÿ ; (D)a?—Ẻ. 


2 2 


Ä 
Cho elip (E): — 
_ 16 


En 1 và đường thẳng A : y+ 3 =0. 


Tích các khoảng cách từ hai tiêu điểm của (E) đến đường thẳng A bằng giá trị 
nào sau đây : 
(A) 16; (B)9; (C)81; (D)7. 


P.CUỐI NĂM 


Cho hai vectơ P' và b có li =3, l| EỖội (ũ. b)= 120°. Với giá trị nào của m 


thì hai vectơ a+mb và a— mb vuông góc với nhau ? 


Cho tam giác ABC và hai điểm ÉM, N sao cho AM = zAB ñ AN= ØAC ' 


2 hệ) 
8)41ãy:Về,MG.N KHÍ ghi š 8= cu 


b) Hãy tìm mối liên hệ giữa # và j để MN song song với 8C. 


Cho tam giác đều A8C' cạnh ø 

a) Cho ⁄ là một điểm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác A8C. Tính 
MA? + MB + MC” theo a; 

b) Cho đường thẳng đ tuỳ ý, tìm điểm N trên đường thẳng đ sao cho 
NA” + NB2 + NC? nhỏ nhất. 


Cho tam giác đều A8C' có cạnh bằng 6 cm. Một điểm ÉM nằm trên cạnh 8C sao 
cho 8M = 2 cm. 


a) Tính độ dài của đoạn thẳng AM và tính côsin của góc BAM ; 
b) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABM ; 

c) Tính độ dài đường trung tuyến vẽ từ đỉnh C của tam giác ACM ; 
đ) Tính diện tích tam giác ABM. 

Chứng minh rằng trong mọi tam giác ABC ta đều có 

a)d= bcosC + ccosB; 

b) sinA = sinỡcosC. + sinCcosB; 


©) h,=2RsinBsinC. 


Cho các điểm A(2; 3), 8(9; 4), M(5 ; y) và P(x ; 2). 
a) Tìm y để tam giác AM vuông tại M ; 
b) Tìm x để ba điểm A, P và 8 thẳng hàng. 
Cho tam giác A8C với H là trực tâm. Biết phương trình của đường thẳng 
AB, BH và AH lần lượt là 4x + y- I2=0, 5y— 4y—15=0 và 2v +2y— 9=0, 
Hãy viết phương trình hai đường thẳng chứa hai cạnh còn lại và đường cao 
thứ ba. 
Lập phương trình đường tròn có tâm nằm trên đường thẳng A : 4v +3y—- 2=0 
và tiếp xúc với hai đường thẳng 
dÌ:x+y+4=0 và ds¿:7A-y+4=0. 
x2 v2 
Cho elip (E) có phương trình: ——+—= | 
p (E) có p 8 100 36 
a) Hãy xác định toạ độ các đỉnh, các tiêu điểm của elip (E) và vẽ elip đó ; 
b) Qua tiêu điểm của elip dựng đường thẳng song song với Øy và cất elip tại 
hai điểm M và N. Tính độ dài đoạn MA. 
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HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ 


CHƯƠNG I 


1. a)Đúng;  b) Đúng. 
2. a) Các vectơ cùng phương : 


b) Các vectơ cùng hướng : 


6,8 1, ÿ Vũ ở. 


©) Các vectơ ngược hướng : 


d) Các vectơ bằng nhau : 
4. a) Các veetơcùng phương với OA : ĐA, A2, 
BC, CB, AO, OD, DO, FE, EỂ. 


b) Các veclơ bằng A8 : ÓC, ED, FO. 
$. 
5. Jag+øc|=a, a#—sc]= ah. 
7. a) Nếu ø, b cùng hướng ; 
b) Nếu giá của ¿ và 5 vuông góc. 
8. ¿,D có cùng độ dài và ngược hướng. 


10.) 


s có cường độ là 1004/3 A, ngược 


hướng với ME, trong đó # là đỉnh của 
hình bình hành MMAE8. 


—=_2>_*.. 22,42 
2. ABR=(u=v) ; BỆ=u+—v ; 
3 3.3 
+ đa 23 
CA=-—=u—=—Y 
3 3 
=í. 'lẻ 34 
3. AM=-—u+— 
2...2 


ä 
6. K là điểm thuộc đoạn A8 mà TC sĩ 


7. M là trung điểm của trung tuyến CC", 
$4. 


1. AB =3, MN=~5; A8 và MN ngược hướng. 
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th; 4b: Bà 


văn 


a) đúng _ b) đúng 
a=(;:0), b =(0;:-3), 
c=(;-4), d=(0,2; R). 
a), b), e) đều đúng, d) sai. 


e)sai _ d) đúng. 


AÔš =0) ï BC Xaä3 3i 
CC+%g; —g) 
D(0: 5) 


A(: L),8(=4;:=5),C(=4:7). 


a+b, 


ÔN TẬP CHƯƠNG I 


Các vectơ cần tìm : ÓC, FØ, £D. 

Các khẳng định đúng : a), b) và d) 

ABC 'D là hình thoi 

M, N, P lần lượt là các điểm đối xúng với 
€, A, 8 qua tâm Ø. 


a) [a8+Ac|=aaVs: by [A8- Ac|=a. 


. Các khẳng định đúng a) và e). 
, 8) 0= (40 ;—13) ; 


b) X=(8;—7) ; 
e)k 


5 
„ Khẳng định đúng là). 


CHƯƠNG II 


AK =asin2ơ ; OK = acos20. 
25 

P=—. 
9 


W 


cos(AC, BẢ)=— ì sinCAC, BD)=I š 


cos(A8, CD)= 


ậ2. CHƯƠNG HI 
1 ABAC=0; ACCBsi-df”, §I. 


2. a) Khi điểm Ø nằm ngoài đoạn A8 ta có í Đ § =-2+ 
OÄ.OB =ab y=3-5f. 
b) Khi điểm Ø năm giữa hai điểm A và 8 2. a)3x+y+23=0; b)2v+3y-7=0, 
tac6 OÁ.OB = -ub. 3. a)AB:5v+2y— 13=0; 
3. b) 482, SÁNG 
S CA:2v+5y—~ 
S. 2+5): 
%1) s(Š: 0): b) ý10@+5); b)AW:v+y—5=0; AM:x+y—5 =0. 
©)5. 4 x-4y-4e0. 
%8 a) (đ,5)= 909 Ệ b) (2 ,ñy= 459 : Š. a) 4đ cất 4đ; b) 4đ 1d: e) 4đ =á&. 
¬” 24-2 
e) (2,5) = 1509 6 M@;4), M, = ỉ 3) 
Ẽ : “(4 ””g 
7. Toạ độ điểm C' cầu 0n là : C(l ; 2) và 
C'Cl;2 7. 459, 
28 
§ 8 ĐC: 03: ©0 
1. Ê=329 ;b #6l,06 em; 
44 
cez38,15 em; h ~32,36 em. 9. 
“ l3 
2. A5365 ; 8= 106928" ; C =37932!, #. 


11,36 em; 837948" 
31,3 đvdt 


1. a)/(1;1),8=2; bI((~5 


©)12;-3),*#=4. 
2. 3) (x+2)?+@w-3)2=52 ; 


I” + 
6. AC=9l947'; b) m„= 10,89 cm. 
b) ++l)+(y—2) 


7. a) Góc lớn nhất là + 117516" ; 
b) Góc lớn nhất là 4 = 93941”. ©) Œ-42+@~3)2 = 13. 


8. Â=400;b=212431em;e= 179,40 em 3. ca) x2+y?T-6yty-l=0; 
10. 568,457 m. 
11. 22/772m. 


b) x2+y? ~4v—2y—20 =0. 


4. (@=DŸ+(y=DP =1; 
ÔN TẬP CHƯƠNG II Œ—52+@~5)# =25. 


%5. (x=4)®+@-4) 


(-gj4-3”-$ 


lý 2e455 8 6. a)1:-4),R=5; 
11. Diện tích % của tam giác lớn nhất khi b)3v—4y+3=0; 
ê=sq° ©)4Y+3y+29= 0, 4x+äy~ 21 =0, 
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= 
*- SỜ 


a) 24 = 10, 2b = 6; 
ñC4;0), F4; 0); 
AiC5;0), A6; 0); 
B,(0:~—3). 8,(0;3) 


©)2a =6,2b =4; 
fCS:0), 7 Q5: 0): 
AiC3:0). AG; 0); 
#i(0; =2), 8;(0; 2). 


4. 40-2043 5,36 em; 
80+4043 z 149,28 em, 
5. MR+ME,=R,+R,. 


ÔN TẬP CHƯƠNG II 
1. AØĐ:x+2y-7=0; AÐ:2xv— y 
BC:2v-y+6=0. 
2. (x+6)”"+(y—5)”=66. 
3. 5š+3y+2=0. 
4. a)O(-2;:2); b) w(- 
2 
Š. a) d{: 3).43:0, TC5; l); 


b) TH = 3TƠ ; 
e) (++5)?+(y- l3 =85 


"m«œ 


2lv+77y— 191 =0; 
99y- 27y+l2l =0 
(x=ĐÊ+@~2)2 =36. 


4) €0s(A,,Â„) 


(A,,A„) 48921159” ; 
b) (A,,A„) = 909, 
AC4:0). A,(4: 0); 
8,(@;~33, B,(0; 3); 


R.CT 0). F;(Ÿ7: 0). 


. 363 517 km ; 405 749 km. 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 


a) 242; 
b) là hình chiếu vuông góc của trọng 
tâm Œ của tam giác A8C lên d. 

bi r 


a) AM = 28 cm, EBEIANEEEEUL 7 § 


2/2 
b) a- 20L em;  c) vo em; 


d) 34/3 cm2, 


BC ra 
CH:3v— 12y— 1=0. 


@œ~2)®+@+2)2 


(x+4)2 +(y~6)2 = 18 

4) AiC10;0), 4200; 0) ; 
8i; =6), 8,0; 6); 
Tị(§ ; 0), LICG 0); 
36 


b) —. 
= 


BẰNG THUẬT NGỮ 


B 
Bảng giá trị lượng giác của các góc. 
đặc biệt 
Biểu thức toa độ của tích vô hướng 
Bình phương vô hướng của một vectơ 


c 
Công thức Hê-rông 

D 
Diện tích tam giác 

Đ 


Độ dài đại số 

Điều kiện để ba điểm thẳng hàng 
Điều kiện để hai vectơ cùng phương 
Đỉnh của elip 


Định lí côsin 
Định lí sin 
Độ dài của vectơ 
Đường cônic 

E 
Elip. (đường elip) 

G 


Góc giữa hai vectơ 
Góc giữa hai đường thẳng 
Gốc toạ độ 
Giải tam giác 
Giá của vectơ 
Giá trị lượng giác của một góc 
H 
Hệ trục toạ độ 
Hê số góc của đường thẳng 
Hiệu của hai vectơ 
Hệ thức lượng trong tam giác 
Hoành độ 
K 
Khoảng cách từ một điểm đến một 
đường thẳng 
Khoảng cách giữa hai điểm 
M 
Mặt phẳng toạ độ 


N 
Nửa đường tròn đơn vị 


2 
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P 
Phân tích (biểu thị) một vec†ơ theo hai 
vectơ không cùng phương 

Phương trình chính tắc của elip 
Phương trình đường tròn 

Phương trình tiếp tuyến của đường tròn 
Phương trình đường thẳng theo đoạn chắn 
Phương trình tổng quát của đường thẳng 
Phương trình tham số của đường thẳng 


Q 
Quy tắc ba điểm 
Quy tắc hình bình hành 

T 
Tâm đối xứng của elip. 
Tiêu cự của elip. 
Tiêu điểm của elip 
Tích của vectơ với một số 
Tính chất của phép cộng các vectơ 
Tích vô hướng của hai vectơ 
Toạ độ của một điểm 


Toạ độ của trọng tâm tam giác 
Toạ độ trung điểm của đoạn thẳng 
Tổng của hai vectơ 

Trục nhỏ của elip 

Trục đối xứng của elip. 

Trục hoành 

Trục lớn của elip 

Trục toạ độ 

Trục tung 

Tung độ 


'Vectơ 

'Vectơ đơn vị 

'Vectơ bằng nhau 

'Vectơ cùng hướng 

'Vectơ cùng phương 

Vectơ chỉ phương của đường thẳng 
Vectơ đối 

'Vectơ - không 

'Vectơ ngược hướng 

'Vectơ pháp tuyến của đường thẳng 
Vị trí tương đối của hai đường thẳng 


Chương! 


Chương 


ChươngHf 
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MỤC LỤC 


VECTƠ 
§1. Các định nghĩa 
Câu hỏi và bài tập 
§2. Tổng và hiệu của hai vectơ 
Câu hỏi và bài tập 
§3. Tích của vectơ với một số 
Câu hỏi và bài tập 
§4. Hệ trục toạ độ 
Câu hỏi và bài tập 
Ôn lập chương! 
1 Câu hỏi và bài tập 
II Câu hỏi trắc nghiêm 


TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ VÀ ỨNG DỤNG 
§1. Giá trị lượng giác của một góc bất kì từ 0° đến 180” 
Câu hỏi và bài tập 
§2. Tích vô hướng của hai vecơ 
Câu hỏi và bài tập 
§3. Các hệ thức lượng trong tam giác và giải tam giác 
Câu hỏi và bài tập 
Ôn lập chương 1! 
1 Câu hỏi và bài tập 
II. Câu hỏi trắc nghiêm 
PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ TRONG MẶT PHẲNG 
§1. Phương trình đường thẳng 
Câu hỏi và bài tập 
§2. Phương trình đường tròn 
Câu hỏi và bài tập 
§3. Phương trình đường elip 
Câu hỏi và bài tập 
Ôn lập chương II 
1 Câu hỏi và bài tập 
II. Câu hỏi trắc nghiệm 
Ôn lập cuối năm 
Hướng dẫn và đáp số 
Bảng thuật ngữ 


Chịu trách nhiệm xuất bản 


Chịu trách nhiệm nội dựng : 


Biên tập lân đâu : 
Biên tập tái bản : 
Thiết kế sách : 
Trành bày bìa : 
Sửa bản in : 


Chế bản : 


: Chủ tịch Hội đồng Thành viên NGUYỄN ĐỨC THÁI 


Tổng Giám đốc HOÀNG LÊ BÁCH 
Tổng biên tập PHAN XUÂN THÀNH 


NGUYÊN HOÀNG NGUYÊN - HOÀNG NGỌC PHƯƠNG 
TRẦN THANH HÀ 

BÙI NGỌC LAN 

HÀ TUỆ HƯƠNG 

PHÒNG SỬA BẢN IN (NXBCD TẠI TP.HCM) 

PHÒNG CHẾ BẢN (NXBGD TẠI TP.HCM) 


HĨNH HỌC 10 
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